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回顾
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• 绝对误差和相对误差

• 有效数字

第一章数值计算的

误差

• 拉格朗日插值和牛顿插值

• 分段低次插值第二章插值法

• 最小二乘法

• 加权最小二乘法第三章最小二乘法

• 牛顿-柯特斯公式

• 龙贝格算法和高斯型求积公式第四章数值积分



课程安排
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• 二分法

• 迭代法

• 牛顿-雷扶生方法

第五章非线性方

程的数值解法

• 高斯消元法

• 追赶法

• 平方根法、迭代法

第六章方程组的

数值解法

• 欧拉公式、龙格-库塔公式

• 阿达姆斯方法

• 算法的稳定性及收敛性

第七章常微分方

程的数值解法



第五章---非线性方程的数值解法（引言）
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微电子领域中的非线性现象

➢非线性元器件（电容、电感、晶体管、光电器件等）

➢载流子输运现象（能带理论、异质结）

➢微电子制造过程中的非线性（磁控溅射、刻蚀、扩散、原子沉积等）

在现代计算机（尤其是超级计算机）快速发展的情况下，针对非线性系统在给定
初值和演化规则之后在一定时间以内的变化情况，通过方法合适、精度足够的模
拟手段，求得近似解是通常的解决方案。

➢微电子器件应用（模拟、算法等）

https://www.zhihu.com/search?q=%E8%BF%91%E4%BC%BC%E8%A7%A3&search_source=Entity&hybrid_search_source=Entity&hybrid_search_extra=%7B%22sourceType%22%3A%22answer%22%2C%22sourceId%22%3A22421464%7D


第五章---非线性方程的数值解法
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方程求根与二分法

牛顿法-雷扶生方法

迭代法及其收敛性

牛顿下山法与弦截法

1

3

4

2



本章研究内容
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的求根问题

线性方程本章主要讨论单变量非
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本章重点研究对象

的求根问题



非线性方程的根
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根的存在性---零点定理
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零点定理的应用范例
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例 1 证明方程

显然

又

故据零点定理, 至少存在一点 使

即

在区间 内至少有一个根 .

原命题得证 .



零点定理的应用范例
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例 2 至少有一个不超过 4 的正根。

令

且

根据零点定理 ,

原命题得证 .

内至少存在一点在开区间

显然

证明方程



零点定理的推论
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高次方程的根

12

个根有次方程在复数域有且只 nn
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根一样多可采用迭代法求与一般连续函数方程

的多项式方程求根因此，通常对的根不能用公式表示
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牛顿二分法
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搜索法：

先求出使 的点，然后将这些点0)( = xf

放在定义域内，将定义域分成几部分，算出驻点

处的函数值，即可知道方程的有根区间。



牛顿二分法
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有且仅有一个根。

，则在上连续且单调，在设
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反之，令

，否则：若则根为若

],,[  )(1  ],[  )2( 2211 baba 的计算，并产生区间重复对

可用对分法：根存在，但未必好求，

0)(   ,0)(       bfaf不妨设



牛顿二分法
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        ...,,...,,, 2211  kk babababa
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目标：寻找一个非常小的区间，使函数的正负号在该区间上发生改变。



牛顿二分法
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牛顿二分法
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例 2  
.2,

5.1101)(
3

位要求准确到小数后第内的一个实根

，在区间求方程 =−−= xxxf

解（二分法） 0)(,0)(,5.1,0.1 == bfafba

，将区间二等分，取中点 25.10 =x

,5.1,25.1,0)( 1010 ==== bbxaxf 令

],[ 11 ba得新的有根区间
如此二分下去即可。现估计二分次数

64.5005.0
* − nxx n

所以二分6次可达到要求。

6.95

7



牛顿二分法-MATLAB程序实现
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例 2
 
.2,

5.1101)(
3

位要求准确到小数后第内的一个实根

，在区间求方程 =−−= xxxf

优点：牛顿二分法 对函数要求低，计算简单;

缺点： 收敛慢且对有偶数重根的情况不适合。

精确解为:

x =1.324718



二分法-MATLAB程序实现
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例 3 计算sqrt（2）

方法1：



二分法-MATLAB程序实现
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例 3 计算sqrt（2）

方法2：



非线性方程的数值解法
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不动点迭代法



非线性方程的数值解法---迭代法
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构造不动点方程，以求得近似根。
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当给定初值x0 后, 由迭代格式可求得数列{xk}。此数列可能收敛，

也可能不收敛。如果{xk}收敛于x*，则它就是方程的根。因为：

即由方程f(x)=0变换为其等价形式x=(x), 然后建立迭代格式，

可作为方程根的近似值充分大时，故 kxk

按上述方法构造迭代格式来求解方程的方法称为简单迭代法或逐
次迭代法。



非线性方程的求解---不动点迭代
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不动点迭代法： ).(xx =

反之亦然，则满足若要求 );(,0)(
****

xxxfx ==

为函数的一个不动点称 *
x

的零点等价于求不动点求 )(xf

:0)( 改写为将方程 =xf

称为迭代函数)(x

)1,0()(1 ==+ kxx kk 

按下列公式反复迭代



非线性方程的求解---不动点迭代
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非线性方程的求解---不动点迭代法的几何意义
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    y
y=x

y=(x)

0       x1    x3  x5ξ  x4 x2  x0     x

    y
y=x

y=(x)

0       x3 x1  ξ x0  x2   x4       x

发散收敛



非线性方程的求解---不动点迭代法
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例 1 求方程 01)(
3 =−−= xxxf .5.1

*

0 xx 附近的根在 =

设方程改写成下列形式

3 1+= xx

据此建立迭代公式

).,2,1,0(13
1 =+=+ kxx kk



非线性方程的求解---不动点迭代法
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非线性方程的求解---迭代法的收敛性问题
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例 2 求方程 02010)(
3 =−+= xxxf

要求精确到六位小数。附近的根在 ,5.1
*

0 xx =

设方程分别改写成下列形式

2011)1(
3 −+= xxx

据此建立迭代公式
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非线性方程的求解---迭代法的收敛性问题
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非线性方程的求解---迭代法的收敛性问题
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满足以下条件：在设 ],[)( bax1压缩映象原理
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非线性方程的求解---迭代法的收敛性问题

（一、证明存在惟一性）
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非线性方程的求解---迭代法的收敛性问题

（二、证明收敛与初值的无关性）
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非线性方程的求解---迭代法的收敛性问题
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非线性方程的求解---迭代法的收敛性问题

压缩映象原理应用
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非线性方程的求解---迭代法的收敛性问题
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yxLyxLx −− )()()(' 只要证明：
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非线性方程的求解---迭代法的收敛性问题

36

例 2 求方程 02010)(
3 =−+= xxxf

要求精确到六位小数。附近的根在 ,5.1
*

0 xx =

设方程分别改写成下列形式
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所以迭代法发散

所以迭代法收敛



非线性方程的求解---迭代法的收敛性问题
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例 1
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又因

中，，在区间
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0 xx 附近的根在 =
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非线性方程的求解---迭代法的收敛性问题

例 3 .303
*2 ==− xx 的根用不同方法求方程
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法：

由此构造不同的迭代其中不动点为

价形式可改写成各种不同的等这里
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非线性方程的求解---迭代法的收敛性问题

例 3 .303
*2 ==− xx 的根用不同方法求方程
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非线性方程的求解---迭代法的收敛性问题

.303
*2 ==− xx 的根用不同方法求方程

方法一
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非线性方程的求解---迭代法的收敛性问题

.303
*2 ==− xx 的根用不同方法求方程

方法四
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非线性方程的求解---迭代法的收敛性问题

用不动点迭代法计算sqrt（2）例 3

迭代函数1
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非线性方程的求解---迭代法的收敛性问题

用不动点迭代法计算sqrt（2）例 3

迭代函数2
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非线性方程的求解---总结

➢牛顿二分法是实现单实变量非线性方程零点可靠的求解方法，但存在收敛速

度慢和对有偶数重根不适用等问题。

➢不动点迭代法是逐次逼近法，但是迭代函数的选择对求解结果的收敛性和求

解速率有较大影响。

➢为了保证迭代过程收敛，要求迭代函数的导数满足条件 𝜑′ 𝑥 < 1



谢谢大家！
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