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引言-回顾
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的求根问题

线性方程本章主要讨论单变量非

0)( =xf

➢ 牛顿二分法是实现单实变量非线性方程零点可靠的求解方法，但存在收敛速度慢和对有偶数重根不适用

等问题。

➢ 不动点迭代法可以实现快速求解方程的根，但是迭代函数的选择对求解结果的收敛性和求解速率有较大

影响。要求迭代函数的导数满足条件 𝜑′ 𝑥 < 1
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引言
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约瑟夫·拉弗森（Joseph Raphson，
1648年－1715年）

艾萨克·牛顿（Isaac Newton，
1643年1月4日—1727年3月31日）



牛顿迭代法原理
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取x0作为初始近似值，将 f(x)在x0做Taylor展开:
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作为第一次近似值

Newton

迭代公式

基本思路：将非线性方程 f (x)=0 线性化。



牛顿迭代法原理
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简单验证：

则有解。是收敛的，且收敛到若解数列 *,xxk
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牛顿迭代法的几何解释
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故：牛顿法也称为切线法
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其迭代函数为



牛顿迭代法的计算步骤
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牛顿迭代法的使用
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例 1 。的计算公式，并计算根据牛顿法写出求解 7a
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Take  3,  we have  

1 7 1 7
     3 2.667, 2.667 2.6458

2 3 2 2.667

7 2.6457513.
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的根。即计算求 0)( =xfa
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则由牛顿迭代公式可得：



牛顿迭代法的使用
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例 1 。的计算公式，并计算根据牛顿法写出求解 7a



牛顿迭代法的使用
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牛顿迭代法的使用
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.01 =−x
xe用牛顿法解方程例2.



牛顿迭代法的收敛性问题
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疑问：Newton法是否永远收敛呢？如果不是，那么与谁有直接关

系呢？

结论：Newton法的收敛性依赖于x0 的选取。
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牛顿迭代法的收敛性问题
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牛顿迭代法的特点
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优点:  收敛快，是目前求解非线性方程的主要方法

缺点:

程序常发生中断

和每一步都要计算 ),(')()1( kk xfxf

附近才能保证收敛只在根初始近似 *

0)2( xx



牛顿迭代法的不足

16

牛顿法的不足：

1）牛顿迭代法存在从一个根跳到另一个根的情况。

2）如果f(x)=0没有实根，则牛顿迭代序列不收敛。

3）每次迭代都要求导，程序易中断。



如何改进牛顿迭代法---简化的牛顿迭代法
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简化牛顿法
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简化牛顿法
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.01 =−x
xe用牛顿法解方程例2. 用简化



牛顿重根法
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改为：重根，牛顿迭代公式修的为如果 k)(0 xfx
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若三种方法都收敛，则一般重根法收敛最快，牛顿法次之，简
化迭代法最慢。



牛顿迭代法的使用与比较
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例 3 0)2()1()(
3 =−−= xxxf对方程

;9.01 0 原方程用牛顿法计算，取） =x

;9.02 0 程用牛顿重根法计算原方，取） =x

。原方程用简化的牛顿法计算，取） 9.03 0 =x
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三种迭代公式分别为



牛顿迭代法的使用与比较
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例 3 0)2()1()(
3 =−−= xxxf对方程

三种迭代公式迭代结果分别为:

牛顿迭代法

简化牛顿迭代法

牛顿重根法



牛顿下山法
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上山

如果不收敛，能否继续改进牛顿法呢?

下山

地面



牛顿下山法
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求迭代满足单调性：为了防止迭代发散，要
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.下山法满足这项要求的算法称

收敛速度前提下，用牛顿法加快保证函数值稳定下降的

起来使用，即在下山法将牛顿法与下山法结合
思路
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结果为此，将牛顿法的计算

，

改进值适当加权平均作为新的与前一步的近似值
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牛顿下山法
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牛顿下山法的程序实现
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求方程 01)(
3 =−−= xxxf .5.1
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牛顿下山法的程序实现
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求方程例 4 𝑓 𝑥 = 𝑥3 − 5𝑥 + 1 的根。

初始值的选择的重要性

X0=-2 X*=-2.330

X0=-1 X*=2.12

X0=0 X*=0.20

X0=1 X*=0.20

X0=1.5 X*=2.12

X0=3 X*=2.12

X0=-4 X*=-2.330
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总结

➢牛顿迭代法：计算非线性方程根的重要方法，具有收敛速度快的

优点，但是存在需要反复计算导数、对初值的选择依赖性较大的

问题；

➢简化的牛顿迭代法：简化导数运算

➢牛顿重根法：针对重根的计算，收敛性最快

➢牛顿下山法：确保函数单调下降，放宽了初值的选取范围
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本章总结

➢非线性方程的求根问题

➢根的存在判定（零点定理）

➢求根方法的选择（注意每个方法的适用性、计算速率和收敛性）

➢二分法

➢不动点迭代法

➢牛顿迭代法（含简化的牛顿迭代法和牛顿重根法）

➢牛顿下山法

➢在实际应用牛顿迭代求解方程的根，往往分两步完成：先用二分方法得

到足够准确的近似根；然后，再用牛顿迭代法进一步精确化。
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