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回归分析

 基本概念

◼ 回归分析的起源

◼ 回归分析的研究内容和研究目的

◼ 变量之间的统计关系

◼ 回归模型与回归参数

◼ 总体回归函数和样本回归函数的关系
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回归分析的起源

回归分析（regression analysis）

起源

◼ 1886年英国生物学家、统计学家F. Galton（高尔顿， 1822-1911）指出：

在同一种族里，父亲高的，儿子的平均高度比父亲矮，但高于种族平均

高度；父亲矮的，儿子的平均高度比父亲高，但矮于种族平均高度。也

就是说，儿子的高度有”回归“于种族平均高度的趋势。

发展

◼ 现代统计应用学的重要分支

◼ 回归的现代含义要比其原始含义广得多
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A return to a former or less developed state



回归分析的含义

回归分析的研究内容

◼ 一个变量或者一组变量（即自变量）之变化对另一个变量（即因变量）

之变化的影响程度

回归分析的研究目的

◼ 根据已知的自变量的变异来估计或者预测因变量的变异情况

◼ 例如：探索在已知父亲们身高的条件下，儿子们的平均身高是怎样变动

的
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变量之间的关系

可以分为两大类

函数关系（functional relation，deterministic relation）

统计关系（statistic relation）
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变量之间的函数关系

定义

◼ 变量之间数量上的确定性关系

数学表达

◼ 设𝑋为自变量，𝑌为因变量，𝑋和𝑌的函数关系可以表示为：𝑌 = 𝑓 𝑋

特点

◼ 通过函数式，一个或一组变量在数量上的变化就可以完全确定另一个变

量在数量上的变化。

举例

◼ 圆面积与半径之间的关系：𝐴 = 𝜋𝑟2
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变量之间的统计关系

定义

◼ 在客观世界里，许多变量之间也存在相随变动，并具有某种规律性；

◼ 但是，数量关系往往并非完全确定

举例

◼ 固体废物产生量与经济发展水平（GDP）之间的关系
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库兹涅茨曲线饮食文化习惯？

地区气候？
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变量之间的统计关系

数学表达

◼ 如果把固体废物产生作为因变量Y，

◼ 把GDP、食物热量、经纬度和三产比例作为自变量，并分别用X1、X2、

X3和X4来表示，

◼ 那么它们之间的关系可以表达为：

◼ 𝑌 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋1 + 𝛽2𝑋2 + 𝛽3𝑋3 + 𝛽4𝑋4 + 𝜀 = 𝑓 𝑋 + 𝜀

◼ 𝜀为随机扰动误差项
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变量之间的两种关系

 X与Y变量之间的两种关系

9



回归模型

回归分析所研究的变量之间的关系：

◼ 是一种非确定性的统计关系

回归模型：

◼ 回归分析当中用到的对变量之间统计关系进行定量描述的数学模型

例如：

◼ 𝑌 = 𝑓 𝑋 + 𝜀

◼ 𝑓 𝑋 称为回归函数

◼ 𝜀称为随机扰动误差项，或简称误差项
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回归模型

随机扰动误差项ε ，一般有四个来源：

◼ 被省略掉而没有纳入方程，但实际上又影响着因变量Y的种种因素；

• 这些因素被省略有多种原因

• 在回归分析时尚不知道，难于观测，难于量化，为了简化模型，等等

◼ 变量的观测误差；

◼ 模型的设定误差（结构误差，用非线性近似线性）；

◼ 随机误差

回归函数：

◼ 总体回归函数

◼ 样本回归函数
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总体回归函数

每当X取某一给定值时，都会有一个总体与之对应。该总体：

◼ 由所有Y的相应的可能值组成；

◼ 具有一定的概率分布（条件概率分布）

总体回归函数（PRF）：

◼ 从Y的各个条件概率分布中求出的各个条件均值（条件数学期望值）所组

成的一条Y对X的回归线（直线或者曲线）

 PRF的物理意义：

◼ PRF代表的是Y之条件均值，反映了在X取定值的条件下，因变量Y的平

均变化状态。
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总体回归函数
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总体回归函数

理论上，总体回归函数的形式

◼ 根据定义，总体回归函数 PRF 可以记作：

◼ 𝑓 𝑋 ＝ 𝐸 𝑌|𝑋

实践中，

◼ 受各种因素的限制，在回归分析中，人们无法知道总体回归函数的确切

形式

◼ 为了研究X与Y之间的数量变化规律，可以对总体回归函数的形式做必要

的、合理的假设
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总体回归函数

总体回归函数的形式：

◼ 假设X与Y之间是线性关系，那么，

• 𝑓 𝑋 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋1，该式又被称为一元线性回归方程

• 𝑌 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋1 + 𝜀被称为一元线性回归模型

“元”：

◼ 是指回归模型中变量的个数，包括因变量Y在内

◼ 如果回归模型中含有一个自变量，则称为一元回归模型

◼ 如果回归模型中含有多个自变量，则称为多元回归模型
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样本回归函数

实践中，在X取某定值的条件下，不可能掌握Y的所有可能值

（总体），往往，

◼ 只能掌握Y的一组样本值

◼ 可以直接得到的只能是样本回归函数：

16



样本回归函数

回归分析的过程在本质上就是：

◼ 根据样本回归函数（Sample Regression Function, SRF）来估计未知的

总体回归函数（Population Regression Function, PRF）

◼ 由于通常只知道总体中的一个样本，所以只能获得近似的估计结果。
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PRF 与 SRF

举例

◼ 假设要研究某类企业的产量和污染物排放量之间的关系，以产量为自变

量X，排污量为因变量Y。

◼ 一方面：

• 随着产量的增加，污染物排放量必然也会相应增加

◼ 另一方面：

• 除了产量之外，影响排污量的因素还有很多，如企业的不同技术水平、管理
水平等等

◼ 因此，在研究该类企业的排污量与产量之间的数量变化规律时：

• 在给定产量（ X）的条件下所得到的排污量（ Y）值将是围绕某些中心值上
下波动的统计值

• 与给定X值相对应的Y的所有可能
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PRF 与 SRF

总体已知的情况：

◼ 全部61个企业的

产量、排污量及

其10个分组是已

知的，并作为统

计数据列于表中。

根据这些数据就

可以获得PRF。
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PRF 与 SRF
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PRF 与 SRF

总体未知的情况：

◼ 从Y的总体里随机抽

取两个样本，样本1

和样本2。

◼ 用两组样本数据可以

得到两条样本回归线：

SRF1和SRF2。

◼ 无论是SRF1还是

SRF2，都是对总体回

归线PRF的近似。
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样本1 样本2



PRF 与 SRF
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样本1 样本2
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PRF 与 SRF

回归分析的重要任务：

◼ 根据样本回归函数SRF尽可能精确地估计总体回归函数PRF

◼ 要达到这一目的，就要使未知回归参数的估计量尽可能地接近其真值

如何做到这一点？
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回归分析

基本概念

一元回归分析

◼ 回归参数的估计

◼ 回归模型的检验

◼ 回归预测

多元回归分析

回归函数的形式
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回归参数的估计方法

回归参数的估计方法

◼ 最小平方法

◼ 高斯提出的

◼ 又称为最小二乘法

以一元线性回归模型为例讨论最小平方法
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最小平方法

一元线性回归模型的一般形式：

◼ 𝑌 = 𝐸 𝑌|𝑋 + 𝜀

◼ 𝐸 𝑌|𝑋 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋

◼ Y为因变量，X为自变量， 𝛽0、 𝛽1为回归参数，𝜀为随机扰动误差项

对Y和X分别进行n次独立观测，就可以取得n对观测值：

◼ 𝑋𝑖, 𝑌𝑖 , 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 ，则有，

◼ 𝑌𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋𝑖 + 𝜀𝑖 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛

◼ 𝐸 𝑌𝑖|𝑋𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋𝑖 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛
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最小平方法

 𝜀𝑖实际上是无法观测的，不可能事先确定

◼ 必须要对它作出若干基本假设，才能做进一步分析

高斯对此作了以下4条假设：

◼ 𝐸 𝜀𝑖 = 0；

◼ 𝑉𝑎𝑟 𝜀𝑖 = 𝜎2；

◼ 𝐶𝑜𝑣 𝜀𝑖 , 𝜀𝑗 = 0, 𝑖 ≠ 𝑗；

◼ 自变量𝑋𝑖为非随机变量。

◼ 满足以上4条假设的回归模型称为标准回归模型。
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最小平方法

采用最小平方法估计未知回归参数𝛽0、 𝛽1

◼ 估计准则：

◼ 求𝛽0、 𝛽1的估计量෢𝛽0、 ෢𝛽1，使得随机扰动误差项𝜀𝑖的平方和𝑆最小。

◼ 估计方法：

◼ 对𝑆分别求𝛽0、 𝛽1的偏导数，并使之为零。
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最小平方法

此时获得的估计量称为，

◼ 未知回归参数的最小平方估计量（LSE）

◼ 𝛽0、 𝛽1的LSE：
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最小平方法

利用样本1的数据说明计算෢𝛽1和

෢𝛽0的方法：

用10个样本企业数据拟合所得

的产量—排污量回归直线方程：
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28400 − Τ500 2 10
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回归分析

基本概念

一元回归分析

◼ 回归参数的估计

◼ 回归模型的检验

◼ 回归预测

多元回归分析

回归函数的形式
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对回归模型的检验

在采用回归模型时，把自变量X与因变量Y之间的关系假设为：

◼ 线性关系

这种假设是否适当？

◼ 还需通过统计检验
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对回归模型的检验

回归分析中的假设检验包含两个内容：

◼ 检验变量之间的总体线性关系是否显著，检验自变量与因变量之间的关

系能否用一个适当的回归模型表示；

◼ 检验回归参数，检验回归模型中的每一个自变量对因变量的影响程度是

否显著；

两种显著性统计检验在次序上不能颠倒：

◼ 只有当回归模型所代表的变量之间的线性关系通过检验后，进一步检验

模型中的个别回归参数才有意义。
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总体线性关系的检验

以一元线性回归模型为例，讨论变量之间总体线性关系的显著

性检验。

两种方法：

◼ 方差分析

◼ 考察残差图
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方差分析

方差分析：

◼ 对回归分析的初步计算结果进行总结的常用方法

◼ Analysis of Variance （ANOVA）

◼ 方差分析表的形式
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方差分析

 F统计量的特征：

◼ F值的高低直接反映因变量Y与自变量X之间线性关系的强弱；

◼ F统计量服从自由度为(1, n-2)的F分布。

建立F检验的决策规则：

◼ 设𝐻0：𝛽1 = 0； 𝐻1：𝛽1 ≠ 0

◼ 若𝐹 ≤ 𝐹𝛼 1, 𝑛 − 2 ，则接受𝛽1 = 0，即线性关系不显著

◼ 若𝐹 > 𝐹𝛼 1, 𝑛 − 2 ，则接受𝛽1 ≠ 0，即线性关系显著

◼ 𝐹𝛼 1, 𝑛 − 2 是F统计量的临界值，𝛼是事先确定的显著水平，而 1 − 𝛼 表

示检验的可靠程度。例如取𝛼 =0.01，由F分布表可以查到𝐹0.01 1, 𝑛 − 2

的值，而检验的可靠程度为99%。
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方差分析

仍以样本1当中的产量、排污量数据为例。
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 比较1813.3与𝐹𝛼 1, 8 的大小就可

以确定总体线性关系是否显著。

𝐹0.1 1, 8 = 3.46



考察残差图

残差

◼ 𝑒𝑖 = 𝑌𝑖 − ෡𝑌𝑖 ~𝑁 0, 𝜎2

对𝜎2的估计

◼ 最小平方估计量：对总离差进行分解
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考察残差图

残差的标准化：

◼ 𝑒𝑖
∗ = 𝑒𝑖/𝜎 ~𝑁 0, 1

◼ 𝑃 𝑒𝑖
∗ < 2 = 0.9545，即𝑒𝑖

∗的值落在区间 −2,+2 上的概率应为95.45%

绘制标准化残差图：

◼ 𝑋𝑖为横坐标， 𝑒𝑖
∗为纵坐标

◼ 将数据点 𝑋𝑖 , 𝑒𝑖
∗ ，𝑖 = 1,… , 𝑛，画在平面图上
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考察残差图

考察标准化残差图时，常遇到的4种情况：

◼ （1）回归方程拟合良好，绝大多数数据点都在(-2,+2)水平带状区间内，

且不带有任何系统趋势，完全随机的散布。
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考察残差图

考察标准化残差图时，常遇到的4种情况：

◼ （2）回归函数具有曲线形式，如果回归函数的形式应为曲线，但却采用

了直线回归方程，标准残差图就会出现类似下图的形式。
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考察残差图

考察标准化残差图时，常遇到的4种情况：

◼ （3）样本数据中有一个或数个异常点（outlier），如果由于错误或其它

特殊因素的影响，样本数据中出现了个别异常点，那么在标准残差图里

就会相应出现远离大多数数据点的一个或数个异常数据点。

42



考察残差图

考察标准化残差图时，常遇到的4种情况：

◼ （4）回归方程拟合不充分：如果有许多数据点落在区间(-2,+2)的外面，

就说明回归方程对数据的拟合是不充分的；原因可能是回归模型的函数

形式选择不当，也可能是漏掉了一个（或数个）比较重要的自变量。
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回归参数的检验

以一元回归模型为例，参数检验的任务

◼ 对回归参数𝛽0、𝛽1进行统计检验，并求出其置信区间。

对𝛽1的检验：

◼ 𝛽1代表了𝑋𝑖的单位变动对𝑌𝑖的影响程度，所以对𝛽1的检验首先考察这种影

响程度是否与零有显著差异

◼ 在一元回归模型中，对参数𝛽1的检验相当于检验总体线性关系
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回归参数的检验

对𝛽1的检验过程：

◼ 设𝐻0：𝛽1＝0； 𝐻1：𝛽1 ≠ 0；

◼ 检验统计量𝑡 :

• 服从自由度为(n-2)的𝑡分布

◼ 决策规则：

• 若|𝑡| ≤ 𝑡 Τ𝛼 2,𝑛−2，则接受𝛽1 = 0 ，即X对Y的影响是不显著的；

• 若|𝑡| > 𝑡 Τ𝛼 2,𝑛−2，则接受𝛽1 ≠ 0 ，即X对Y的影响是显著的
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෍

𝑖=1

𝑛

𝑌𝑖 − ෡𝑌𝑖
2

𝑆𝑋𝑋 =෍

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖 − ത𝑋 2



回归参数的检验

对𝛽0的检验过程

◼ 设𝐻0：𝛽0＝𝛽0
∗； 𝐻1：𝛽0 ≠ 𝛽0

∗

• 𝛽0
∗是某个假设的特定值，如果𝛽0

∗ = 0，相当于检验回归直线是否过原点

◼ 检验统计量𝑡：

• 服从自由度为(n-2)的𝑡分布

◼ 决策规则：

• 若|𝑡| ≤ 𝑡 Τ𝛼 2,𝑛−2，则接受𝛽0＝𝛽0
∗

• 若|𝑡| > 𝑡 Τ𝛼 2,𝑛−2，则接受𝛽0 ≠ 𝛽0
∗

46

𝑡 =
෢𝛽0 − 𝛽0

∗

෢𝜎2
1
𝑛 +

ത𝑋2

𝑆𝑋𝑋

~𝑡𝑛−2



回归参数的检验

点估计量

◼ 采用最小平方法获得的参数估计量是点估计量。

◼ 由于样本与样本之间数据差异产生的波动，单一的参数点估计量很可能

与参数的真值不同。

如何对点估计量的可靠性进行度量：

◼ 通过点估计量围绕其真值变动的标准误差或者方差来度量

◼ 根据点估计量的已知概率分布来确定它落在某一区间（置信区间）内的

概率

◼ 这一概率用(1 − 𝛼)来表示，又称置信水平

47



回归参数的检验

参数𝛽1的置信区间

◼ 把参数𝛽1的标准误差估计量定义为：

◼ 参数𝛽1的100(1 − 𝛼)%置信区间为：

48

𝑆 ෢𝛽1 = ෢𝜎2/𝑆𝑋𝑋

෢𝛽1 ± 𝑡 Τ𝛼 2,𝑛−2 ∙ 𝑆 ෢𝛽1



回归参数的检验

参数𝛽0的置信区间

◼ 把参数𝛽0的标准误差估计量定义为：

◼ 参数𝛽0的100(1 − 𝛼)%置信区间为：

49

𝑆 ෢𝛽0 = ෢𝜎2
1

𝑛
+

ത𝑋2

𝑆𝑋𝑋

෢𝛽0 ± 𝑡 Τ𝛼 2,𝑛−2 ∙ 𝑆 ෢𝛽0



回归预测问题

在一元回归模型中，预测是指：

◼ 根据自变量𝑋的某一已知值𝑋0求因变量𝑌的相应值𝑌0的过程

◼ 𝑋0可以是样本数据中的某个数据；

◼ 𝑋0也可以是样本数据值域范围内的某一个取值；

◼ 可以预测𝑌0的平均值，𝐸(𝑌0|𝑋0) = 𝛽0 + 𝛽1𝑋0，简称为均值预测；

◼ 可以预测与𝑋0相对应的总体个别值（或称为特定值）𝑌0，𝑌0 = 𝛽0 +

𝛽1𝑋0+ 𝜀0，简称为个别值预测

50



均值预测

 𝐸(𝑌0|𝑋0)的点估计量：

 𝐸(𝑌0|𝑋0)的点估计量与真值之差是一种预测误差

把𝑌0的估计标准误差定义为：

 𝐸(𝑌0|𝑋0)的100(1 − 𝛼)%置信区间为：

51

෡𝑌0 = ෢𝛽0 +෢𝛽1𝑋0

𝑆 ෡𝑌0 = ෢𝜎2
1

𝑛
+

𝑋0 − ത𝑋 2

𝑆𝑋𝑋

෡𝑌0 − 𝑡𝛼
2,𝑛−2

∙ 𝑆 ෡𝑌0 ≤ 𝑌0 ≤ ෡𝑌0 + 𝑡𝛼
2,𝑛−2

∙ 𝑆 ෡𝑌0



个别值预测

 𝑌变量的总体个别值𝑌0
∗与𝑌0的平均值𝐸(𝑌0|𝑋0)有：

◼ 相同的预测值：

◼ 不同的预测误差：

• 𝑌0
∗的预测区间比𝐸(𝑌0|𝑋0)的置信区间要宽

把𝑌0
∗的估计标准误差定义为

 𝑌0
∗的100(1 − 𝛼)%预测区间为：

52

෢𝑌0
∗ = ෢𝛽0 +෢𝛽1𝑋0

𝑆 ෢𝑌0
∗ = ෢𝜎2 1 +

1

𝑛
+

𝑋0 − ത𝑋 2

𝑆𝑋𝑋

෢𝑌0
∗ − 𝑡𝛼

2,𝑛−2
∙ 𝑆 ෢𝑌0

∗ ≤ ෢𝑌0
∗ ≤ ෢𝑌0

∗ + 𝑡𝛼
2,𝑛−2

∙ 𝑆 ෢𝑌0
∗



回归分析

基本概念

一元回归分析

◼ 回归参数的估计

◼ 回归模型的检验

◼ 回归预测

多元回归分析

回归函数的形式

53



多元回归分析

多元回归分析：

◼ 二元回归分析的延伸

多元线性回归模型：

多元线性回归方程：

54

𝑌 = 𝛽0+ 𝛽1𝑋1+ 𝛽2𝑋2 +⋯…+ 𝛽𝑝𝑋𝑝 + 𝜀

𝐸(𝑌|𝑋 = 𝑋1, 𝑋 = 𝑋2, …… , 𝑋 = 𝑋𝑝) = 𝛽0+ 𝛽1𝑋1+ 𝛽2𝑋2 +⋯…+ 𝛽𝑝𝑋𝑝

其中， 𝛽0，𝛽1，𝛽2，……，𝛽𝑝是（𝑝 + 1）个未知的回归参数；
𝑋1, 𝑋2, ……, 𝑋𝑝为𝑝个自变量；
𝑌为因变量；
𝜀为未知的随机扰动误差项。



多元回归分析

通过对𝑋1, 𝑋2, ……, 𝑋𝑝, 𝑌进行𝑛项独立的观测，并取得

◼ 样本： （ 𝑋𝑖1, 𝑋𝑖2, ……, 𝑋𝑖𝑝, 𝑌𝑖 ） 𝑖 = 1, ……, 𝑛

◼ 模型： 𝑌𝑖 = 𝛽0+ 𝛽1𝑋𝑖1 +
𝛽2𝑋𝑖2 + ⋯ +

𝛽𝑝𝑋𝑖𝑝 + 𝜀𝑖

◼ 相应的回归方程：𝐸(𝑌|𝑋 = 𝑋1, 𝑋 = 𝑋2, …… , 𝑋 = 𝑋𝑝) = 𝛽0 + 𝛽1𝑋1+

𝛽2𝑋2 +⋯…+ 𝛽𝑝𝑋𝑝

多元正态线性回归模型：

◼ 假设𝜀𝑖是独立、正态的随机变量，𝜀𝑖～𝑁（0，𝜎2）；

◼ 假设𝑝个自变量为非随机的变量，并且自变量之间不存在完全的或者接近

完全的线性相关性；

◼ 𝑌𝑖也是一个正态随机变量，其分布为：

55

𝑌𝑖～𝑁（𝛽0+ 𝛽1 𝑋𝑖1+ 𝛽2𝑋𝑖2 + ⋯ +
𝛽𝑝𝑋𝑖𝑝，𝜎2） 𝑖 = 1, … , 𝑛



多元回归分析

用矩阵形式讨论多元正态线性回归模型

设𝑘 = 𝑝 + 1，模型可表示为：𝐘 = 𝐗𝛃 + 𝛆

56

𝐘 =

𝑌1
𝑌2
⋮
𝑌𝑛

𝐗 =

1 𝑋11 𝑋12 ⋯ 𝑋1𝑝
1 𝑋21 𝑋22 ⋯ 𝑋2𝑝
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 𝑋𝑛1 𝑋𝑛2 ⋯ 𝑋𝑛𝑝

𝛃 =

𝛽0
𝛽1
⋮
𝛽𝑝

𝛆 =

𝜀1
𝜀2
⋮
𝜀𝑛

因变量向量 设计矩阵 待估参数向量 误差向量

𝑛 × 1 𝑛 × 𝑘 𝑘 × 1 𝑛 × 1



多元回归模型的参数估计

待估参数的最小平方估计量：

57

𝐿𝑆𝐸 ෡𝛃 = 𝐗′𝐗 −𝟏𝐗′𝐘



多元回归模型的检验

变量之间线性关系的检验：

◼ 方法1：利用方差分析表进行F检验

◼ 假设：𝐻0：𝛽1 = 𝛽2 = … = 𝛽𝑝 = 0；𝐻1：𝛽1𝛽2 …𝛽𝑝中至少一个不等于零；

◼ 若统计量𝐹 ≤ 𝐹𝛼(𝑝, 𝑛 − 𝑝 − 1)，接受𝐻0，说明变量之间的线性关系是不

显著的；

◼ 若统计量𝐹 > 𝐹𝛼(𝑝, 𝑛 − 𝑝 − 1)，接受𝐻1，说明变量之间的线性关系是显

著的。

58

变差来源 自由度df 平方和SS 均方MS 统计量F

回归 𝑝 𝑆𝑆𝑅 = ෡𝛃′𝐗′𝐘 − 𝑛ത𝑌2 𝑀𝑆𝑅 = 𝑆𝑆𝑅/𝑝
𝐹 = 𝑀𝑆𝑅/𝑀𝑆𝐸

残差 𝑛 − 𝑝 − 1 𝑆𝑆𝐸 = 𝐘′𝐘 − ෡𝛃′𝐗′𝐘 𝑀𝑆𝐸 = 𝑆𝑆𝐸/ 𝑛 − 𝑝 − 1

总离差 𝑛 − 1 𝑆𝑆𝑇 = 𝐘′𝐘 − 𝑛ത𝑌2



多元回归模型的检验

变量之间线性关系的检验：

◼ 方法2：利用多元测定系数

◼ 定义：

◼ 值域：

◼ 𝑅2是评价多元回归模型对变量之间线性关系代表性的一个指标，它的值

越大，说明拟合优度越好

◼ 为了去除自变量个数对𝑅2的影响，对它进行调整：

59

𝑅2 =
𝑆𝑆𝑅

𝑆𝑆𝑇
= 1 −

𝑆𝑆𝐸

𝑆𝑆𝑇

0 ≤ 𝑅2 ≤ 1

𝑅𝑎
2 = 1 −

Τ𝑆𝑆𝐸 𝑛 − 𝑝 − 1

Τ𝑆𝑆𝑇 𝑛 − 1
= 1 − 1 − 𝑅2

𝑛 − 1

𝑛 − 𝑝 − 1



多元回归模型的检验

回归参数的检验：

◼ 假设：𝐻0： 𝛽𝑗 = 𝛽𝑗0（𝛽𝑗0是𝛽𝑗的某个假设值，常取𝛽𝑗0 = 0）；𝐻1：𝛽𝑗 ≠

𝛽𝑗0；

◼ 记

◼ 检验统计量

◼ 若 𝑡 ≤ 𝑡𝛼
2
,𝑛−𝑝−1，则接受𝐻0； 𝑡 > 𝑡𝛼

2
,𝑛−𝑝−1，则接受𝐻1。

60

𝑆2 ෡𝛃 = ෢𝜎2 𝐗′𝐗 −1 = 𝑀𝑆𝐸

𝑎00 𝑎01 ⋯ 𝑎0𝑝
𝑎10 𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑝
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑝0 𝑎𝑝1 ⋯ 𝑎𝑝𝑝

𝑡 =
෡𝛽𝑗 − 𝛽𝑗0

𝑆 ෡𝛽𝑗
=

෡𝛽𝑗 − 𝛽𝑗0

ො𝜎 𝑎𝑗𝑗
=

෡𝛽𝑗 − 𝛽𝑗0

𝑀𝑆𝐸 𝑎𝑗𝑗
, 𝑗 = 0,1,2, … , 𝑝



多元回归模型的检验

回归参数的检验：

◼ 𝛽𝑗的100(1 − 𝛼 )%置信区间为：

61

෡𝛽𝑗 − 𝑡𝛼
2,𝑛−𝑝−1

𝑀𝑆𝐸 𝑎𝑗𝑗 ≤ 𝛽𝑗 ≤ ෡𝛽𝑗 + 𝑡𝛼
2,𝑛−𝑝−1

𝑀𝑆𝐸 𝑎𝑗𝑗

𝑗 = 0,1,2, … , 𝑝



多元回归的预测

均值预测

◼ 𝐸(𝑌0|𝑿𝟎)的估计量为：

◼ 𝐸(𝑌0|𝑿𝟎)的100(1 − 𝛼 )%置信区间为：

62

෡𝑌0 = 𝐗′0෡𝛃 𝑋0 =

1
𝑋01
𝑋02
⋮

𝑋0𝑝

෡𝑌0 − 𝑡𝛼
2
,𝑛−𝑝−1

𝑀𝑆𝐸 𝐗𝟎
′ 𝐗′𝐗 −𝟏𝐗𝟎 ≤ 𝐸 𝑌0|𝐗𝟎 ≤ ෡𝑌0 + 𝑡𝛼

2
,𝑛−𝑝−1

𝑀𝑆𝐸 𝐗𝟎
′ 𝐗′𝐗 −𝟏𝐗𝟎



多元回归的预测

个别值预测：

◼ 个别值𝑌0的估计量为：

◼ 𝑌0的100(1 − 𝛼 )%置信区间为：

63

෡𝑌0 = 𝐗′0෡𝛃 𝑋0 =

1
𝑋01
𝑋02
⋮

𝑋0𝑝

෡𝑌0 − 𝑡𝛼
2,𝑛−𝑝−1

𝑀𝑆𝐸 1 + 𝐗𝟎
′ 𝐗′𝐗 −𝟏𝐗𝟎 ≤ 𝑌0

≤ ෡𝑌0 + 𝑡𝛼
2,𝑛−𝑝−1

𝑀𝑆𝐸 1 + 𝐗𝟎
′ 𝐗′𝐗 −𝟏𝐗𝟎



多元回归模型计算举例

 例1：某企业开发了新型环保产品，目前在国内有15个销售点。为了分析该

产品的市场情况，决定以销售点所在地区的人口（万人）为自变量𝑋1，以市

场地区的人均年收入（元）为自变量𝑋2，以环保产品的年销售量（套）为因

变量𝑌，并已取得样本数据的初步计算结果。设𝑌与𝑋1、 𝑋2的关系为线性且

满足多元线性回归模型的各种假定，取𝛼 = 0.05，试进行多元回归分析。

64

𝑛 = 15,෍𝑋𝑖1 = 3626,෍𝑋𝑖2 = 44428,෍𝑌𝑖 = 2259,෍𝑋𝑖1
2 = 1067614,

෍𝑋𝑖2
2 = 139063428 ,෍𝑌𝑖

2 = 394107,෍𝑋𝑖1 𝑋𝑖2 = 11419181,

෍𝑋𝑖1 𝑌𝑖 = 647107,෍𝑋𝑖2𝑌𝑖 = 7096619



多元回归模型计算举例

解：根据题意，𝑌和𝑋1、𝑋2之间的样本模型为

◼ 其矩阵形式为

◼ （1）估计回归参数

65

𝑌𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋𝑖1 + 𝛽2𝑋𝑖2 + 𝜀𝑖 𝑖 = 1,2,3, … , 15

𝐘 = 𝐗 𝛃 + 𝛆

𝐗′𝐘 =

1 1 ⋯ 1
𝑋11 𝑋21 ⋯ 𝑋15,1
𝑋12 𝑋22 ⋯ 𝑋15,2

𝑌1
𝑌2
⋮
𝑌15

=

෍𝑌𝑖

෍𝑋𝑖1𝑌𝑖

෍𝑋𝑖2𝑌𝑖

=
2259
647107
7096619

𝐗′𝐗 =

1 1 ⋯ 1
𝑋11 𝑋21 ⋯ 𝑋15,1
𝑋12 𝑋22 ⋯ 𝑋15,2

1 𝑋11 𝑋12
1 𝑋21 𝑋22
⋮ ⋮ ⋮
1 𝑋15,1 𝑋15,2

=

𝑛 ෍𝑋𝑖1 ෍𝑋𝑖2

෍𝑋𝑖1 ෍𝑋𝑖1
2 ෍𝑋𝑖1 𝑋𝑖2

෍𝑋𝑖2 ෍𝑋𝑖1 𝑋𝑖2 ෍𝑋𝑖2
2

=
15 3626 44428
3626 1067614 11419181
44428 11419181 139063428



多元回归模型计算举例

估计回归参数

◼ 待估参数向量的最小平方估计量为

◼ 因此，估计的回归方程为：

66

෡𝛃 = 𝐗′𝐗 −𝟏 𝐗′𝐘

=
1.2463484 2.1296642 × 10−4 −4.1567125 × 10−4

2.1296642 × 10−4 7.7329030 × 10−6 −7.0302518 × 10−7

−4.1567125 × 10−4 −7.0302518 × 10−7 1.9771851 × 10−7
×

2259
647107
7096619

=
3.4526
0.4960
0.0092

=

෢𝛽0
෢𝛽1
෢𝛽2

෠𝑌 = 3.4526 + 0.4960𝑋1 + 0.0092𝑋2



多元回归模型计算举例

◼ （2）建立方差分析表（ANOVA）

67

𝐘′𝐘 =෍𝑌𝑖
2 = 394107 𝑛 ത𝑌2 = 15 ×

1

15
෍𝑌𝑖

2

= 15 ×
1

15
× 2259

2

= 340205.4

෡𝛃′𝐗′𝐘 = 3.4526 0.4960 0.0092
2259
647107
7096619

= 394050.116

𝑆𝑆𝑇 = 𝐘′𝐘 − 𝑛ത𝑌2 = 394107 − 340205.4 = 53901.6

𝑆𝑆𝐸 = 𝐘′𝐘 − ෡𝛃′𝐗′𝐘 = 394107 − 394050.116 = 56.884

𝑆𝑆𝑅 = 𝑆𝑆𝑇 − 𝑆𝑆𝐸 = 53901.6 − 56.884 = 53844.716



多元回归模型计算举例

◼ （3）检验总体线性关系的显著性

◼ 设 𝐻0：𝛽1 = 𝛽2 = 0；𝐻1：𝛽1和𝛽2中至少有一个不等于零

◼ 因为检验统计量 𝐹 = 5680 ≥ 𝐹0.05(2,12) = 3.89，所以在𝛼 = 0.05的水平

上接受𝐻1，即该环保产品销售量𝑌跟销售地区人口𝑋1和销售地区人均年收

入𝑋2之间存在的线性关系是显著的。

◼ （4）考察回归方程的拟合优度

◼ 计算多元测定系数和调整后的多元测定系数

◼ 多元测定系数的值较高，说明该回归方程拟合良好。
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𝑅2 =
𝑆𝑆𝑅

𝑆𝑆𝑇
=
53844.716

53901.6
= 0.9989 𝑅𝑎

2 = 1 − 1 − 0.9989
15 − 1

15 − 2 − 1
= 0.9987



多元回归模型计算举例

◼ （5）检验回归参数的显著性

◼ 检验𝐻0： 𝛽1＝0， 𝐻1： 𝛽1 ≠ 0

◼ 因为：

◼ 所以在𝛼 = 0.05的水平上接受𝐻1，即该环保产品销售量𝑌跟销售地区人口

数𝑋1之间存在显著的线性关系。 𝛽1的95%置信区间为：
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𝑎11 = 7.732903 × 10−6 ෢𝜎2 = 𝑀𝑆𝐸 = 4.74 ෢𝛽1 = 0.496

𝑡 =
෢𝛽1 − 0

෢𝜎2𝑎11

=
0.496

4.74 × 7.732903 × 10−6
= 81.926 > 𝑡0.025,12 = 2.179

0.496 − 2.179 × 0.006054 ≤ 𝛽1 ≤ 0.496 + 2.179 × 0.006054

0.4828 ≤ 𝛽1 ≤ 0.5092



多元回归模型计算举例

◼ （5）检验回归参数的显著性

◼ 检验𝐻0： 𝛽2＝0， 𝐻1： 𝛽2 ≠ 0

◼ 因为：

◼ 所以在𝛼 = 0.05的水平上接受𝐻1，即该环保产品销售量𝑌跟销售地区人均

年收入𝑋2之间存在显著的线性关系。 𝛽2的95%置信区间为：
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𝑎22 = 1.9771851 × 10−7 ෢𝜎2 = 𝑀𝑆𝐸 = 4.74 ෢𝛽1 = 0.0092

𝑡 =
෢𝛽2 − 0

෢𝜎2𝑎22

=
0.0092

4.74 × 1.9771851 × 10−7
= 9.508 > 𝑡0.025,12 = 2.179

0.0092 − 2.179 × 0.000968 ≤ 𝛽2 ≤ 0.0092 + 2.179 × 0.000968

0.0071 ≤ 𝛽2 ≤ 0.00113



多元回归模型计算举例

◼ （6）预测

◼ 该企业准备为它的产品在一个新地区开设销售点。已知新地区的人口为

220（万人），人均年收入2500（元），试预测产品在新地区的年销售

量𝑌的平均值𝐸(𝑌0|𝐗𝟎)和个别值𝑌0。

◼ 预测产品在新地区的年销售量Y的平均值𝐸(𝑌0|𝐗𝟎)。

◼ 已知

◼ 𝐸(𝑌0|𝐗𝟎)的估计值为
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𝐗𝟎 =
1
220
2500

෡𝑌0 = 𝑋0
′ መ𝛽 = 1 220 2500

3.4526
0.4960
0.0092

= 135.5726



多元回归模型计算举例

◼ （6）预测

◼ 预测产品在新地区的年销售量𝑌的平均值𝐸(𝑌0|𝐗𝟎)。

◼ 因为

◼ 所以， 𝐸(𝑌0|𝐗𝟎)的95%置信区间为
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𝑆 ෡𝑌0 = 𝑀𝑆𝐸 𝐗𝟎
′ 𝐗′𝐗 −𝟏𝐗𝟎 = 4.74 × 0.09835 = 0.6828

𝐗𝟎
′ 𝐗′𝐗 −𝟏𝐗𝟎 = 1 220 2500 𝐗′𝐗 −𝟏

1
220
2500

= 0.09835

𝑡0.025,12 = 2.179

135.5726 − 2.179 × 0.6828 ≤ 𝐸 𝑌0 𝐗𝟎 ≤ 135.5726 + 2.179 × 0.6828

134.09 ≤ 𝐸 𝑌0 𝐗𝟎 ≤ 137.06



多元回归模型计算举例

◼ （6）预测

◼ 预测产品在新地区的年销售量𝑌的个别值𝑌0。

◼ 𝑌0的点估计值仍然为

◼ 因为

◼ 所以， 𝑌0的95%置信区间为
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෡𝑌0 = 𝑋0
′ መ𝛽 = 1 220 2500

3.4526
0.4960
0.0092

= 135.5726

𝑆 ෢𝑌0
∗ = 𝑀𝑆𝐸 1 + 𝐗𝟎

′ 𝐗′𝐗 −𝟏𝐗𝟎 = 4.74 × 1.09835 = 2.2817

135.5726 − 2.179 × 2.2817 ≤ 𝑌0 ≤ 135.5726 + 2.179 × 2.2817

130.60 ≤ 𝑌0 ≤ 140.54



多元回归模型计算举例

 例2：已知历年实测的湖水中化学耗氧量COD的浓度与相应的环境自然经济

资料。根据已知数据分析COD与环境、自然和经济状况之间的关系。
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多元回归模型计算举例

解：

◼ （ 1）建立回归模型：

◼ 设：𝑦 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥1 + 𝑏2𝑥2 + 𝑏3𝑥3 + 𝜀

◼ 其中，𝑏0、 𝑏1、 𝑏2、 𝑏3是待估参数， 𝜀是误差项。

◼ （2）求回归方程：

◼ 经计算获得各参数的估计量和回归方程（计算过程略）

◼ （3）显著性检验（给定𝛼 = 0.25）

◼ 方差分析

75

෢𝑏0 = 5.6609,෢𝑏1 = 0.9613,෢𝑏2 = 0.011,෢𝑏3 = −1.0948

ො𝑦 = 5.6609 + 0.9613𝑥1 + 0.0011𝑥2 − 1.0948𝑥3



多元回归模型计算举例

◼ 方差分析表

◼ 因为𝐹 = 3.1022 > 𝐹0.25 3,4 = 2.05，所以回归方程总体线性显著。

◼ 回归系数的显著性检验

◼ （计算过程略）在给定的置信水平下， 𝑥1、 𝑥3对𝑦的影响显著， 𝑥2对 𝑦

的影响不显著。

◼ 将𝑥2 从模型中剔除，在𝑦与𝑥1、 𝑥3之间重新进行回归分析。
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多元回归模型计算举例

◼ （4）在𝑦与𝑥1、 𝑥3之间建立回归方程

◼ （计算过程略） ො𝑦 = 6.1297 + 0.9411𝑥1 − 1.1241𝑥3

◼ （5）再次进行显著性检验

◼ 方差分析

◼ 因为𝐹 = 3.9387 > 𝐹0.25 2,5 = 1.85，所以新的回归方程显著。
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多元回归模型计算举例

◼ （5）再次进行显著性检验

◼ 回归系数的显著性检验

◼ （计算过程略）在给定的置信水平下， 𝑥1、 𝑥3对y的影响显著，新的回

归方程有实际意义。

◼ （6）课后练习：

◼ 基于该课程案例，给出完整的多元回归过程。
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回归分析

基本概念

一元回归分析

◼ 回归参数的估计

◼ 回归模型的检验

◼ 回归预测

多元回归分析

回归函数的形式

79



回归函数的形式

如果自变量与因变量之间的关系为某种曲线关系，但是回归分

析中采用的回归函数是直线形式，那么

◼ 模型对样本数据的代表性就很差。这一点会反映在：

• 统计检验

• 残差图

纠正办法之一：

◼ 对样本数据进行某种变换，以使回归模型对于变换后的样本数据，其直

线函数关系变得适宜；

◼ transformation on the data
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回归函数的形式

常用的变换方法：

◼ 对数变换：

• 半对数：只对变量𝑋和𝑌中的一个进行对数变换。

• 双对数：对变量𝑋和𝑌都进行对数变换。

◼ 倒数变换
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𝑌 = 𝑎0𝑎1
𝑋𝜀 ⇒ lg𝑌 = lg 𝑎0 + 𝑋 lg 𝑎1 + lg 𝜀 ⇒ 𝑌′ = 𝛽0 + 𝛽1𝑋 + 𝜀′

𝑌 = 𝛽0𝑋
𝛽1𝜀 ⇒ lg 𝑌 = lg𝛽0 + 𝛽1 lg 𝑋 + lg 𝜀 ⇒ 𝑌′ = 𝛼 + 𝛽1𝑋

′ + 𝜀′

𝑌 = 𝛽0 +
𝛽1
𝑋
+ 𝜀 ⇒ 𝑌 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋

′ + 𝜀



回归函数的形式

常用的变换方法：

◼ 对数和倒数联合变换：

◼ 多项式回归
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𝑌 =
1

𝑎 + 𝑏 exp 𝛽0 + 𝛽1𝑋 + 𝜀
⇒ 𝑌′ = ln

1

𝑌
− 𝑎 /𝑏 ⇒ 𝑌′ = 𝛽0 + 𝛽1𝑋 + 𝜀

𝑌 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋 + 𝛽2𝑋
2 +⋯+ 𝛽𝑚𝑋

𝑚 + 𝜀 ⇒ 𝑌 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋1 + 𝛽2𝑋2 +⋯+ 𝛽𝑚𝑋
𝑚 + 𝜀



回归分析总结

基本概念

◼ 起源、研究任务、变量之间的统计关系、回归模型、回归函数、 PRF、

SRF

回归参数估计

◼ 最小平方法

回归模型检验

◼ 总体线性检验：方差分析、残差图、多元测定系数

◼ 参数检验：统计假设检验、置信区间

回归预测

◼ 均值预测、个别值预测
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