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线性方程组的求解---引言
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高斯消元法

矩阵三角分解法

主元素法

追赶法

平方根法
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线性方程组
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线性方程组的一般形式：
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线性方程组
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根据方程组的解析解的情况

有唯一解：适定方程组

不存在解：超定方程组

无穷多解：欠定方程组

根据方程组的形式和规模

大型（高阶）稀疏方程组

大型（高阶）稠密方程组

小型（低阶）稀疏方程组

小型（低阶）稠密方程组

方程组有唯一解



线性方程组的解析方法
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设有线性方程组:         
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如何求解方程组?

如果线性方程组中的方程个数与未知量个数相同，并且其系数矩阵满秩，那么可

有以下三种求解方法：

（1）克拉默（Cramer）法则；（2）逆矩阵；（3）高斯消元法。



线性方程组的解析方法-Cramer 法则
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优点：收敛、稳定、结论可靠

缺点：计算量过大
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线性方程组的求解方法
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常用的数值解法：直接法、迭代法

直接法：如果不考虑计算过程中的舍入误差，则通过有限步运算可以得到方程

组的精确解。

直

接

法

高斯消元法

主元素法

三角分解法

追赶法

平方根法

高斯消元法

主元素法

三角分解法

追赶法

高斯消元法

主元素法

三角分解法

追赶法

小
型
稠
密
矩
阵



线性方程组的数值方法
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迭代法：采用逐次逼近的方法，即从一个初始解出发，按照某种迭代格式，逐步

逼近方程组的解，直至满足精度要求为止。

迭
代

法

Jacobi迭代法

Gauss-Seidel迭代法

松弛迭代法

大
型
稀
疏
矩
阵



AX=b

直接法

迭代法

0)( k

iia ? 是

列主元
消去法

Gauss

消去法

全主元
消去法

否

0iA
是

LU分解法

追赶法

A对称
且正定 平方根法

A三对角矩
阵

是

改进平
方根法
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线性方程组的数值方法总结



高斯消元法
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预备知识---几种特殊矩阵
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预备知识---几种特殊矩阵
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高斯消元法 (九章算术）

14









=+−

=−

=++

.122

,54

,6

321

32

321

xxx

xx

xxx

用消元法解方程组

















−

−=

1122

5140

6111

)|( BA

求解过程相当于

















−−−

−→

11140

5140

6111

















−−

−→

6200

5140

6111

















−→

3100

5140

6111

















→

3100

8040

6111

















→

3100

2010

6111

















→

3100

2010

1001

1

2

3

1

2

3

=

=

=

x

x

x

➢低阶稠密方程组

➢一般到三角

引例



高斯消元法的程序设计
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高斯消元法的消元目标
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三角形方程组一般方程组 消元法⎯⎯→⎯
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上三角方程组的一般形式是：



高斯消元法的过程分析

17

对n阶线性方程组：
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转化为等价的（同解）的三角形方程组
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高斯消元法的过程分析
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相当于第i个方程减第1个方程×数→新的第i方程—同解！第1方程不动！



高斯消元法的过程分析
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上述消元过程除第一个方程不变以外,第2—第 n 个方程全消去了变量，而系

数和常数项全得到新值：
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高斯消元法的过程分析
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高斯消元法的过程分析
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第2步消元： 对除第一行第一列外的子阵作计算：若 ，02
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高斯消元法的过程分析
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高斯消元法的回代分析
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高斯消元法-例题
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高斯消元法-例题
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高斯消元法的计算量分析

(1) (1) (1) (1) (1)

11 1 12 2 13 3 1 1

(2) (2) (2) (2)

22 2 23 3 2 2

(2) (2) (2) (2)

32 2 33 3 3 3

(2) (2) (2) (2)

2 2 3 3

,

,

,

n n

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

 + + + =


+ + =


+ + =


 + + + =

，

➢ 消第1列，计算量 乘法)( 1−= nn

➢ 消第2列，计算量 乘法)()( 21 −−= nn

2

1

S ( 1) ( 1)
3

n

k

n
k k n

=

= − = −消去的计算量



27

高斯消元法的计算量分析
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高斯消元法的计算量分析

回代乘除计算量：
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a x a x a x b

a x a x b

a x a x b

a

− − −

− − − − −

+ + + =

+ + =

=

+ =

( ) ( )n n

n n n
x b=

合计 )(
)()(

)( 13
32

1

2

1
1

3

22 −+=
+

+
−

+−= nn
nnnnn

n
n

S
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高斯消元法的计算量分析

42
101304648537.040 == Mn ，

9
10359251210.010 == Mn ，

nnnM +− !)( 12＝Cramer法则计算量：

9890)30(,30 == Sn

)( 13
3

2 −+ nn
n

S＝消元法的计算量合计：



选主元素的高斯消元法

30
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高斯消元法-回顾

考虑如下线性方程组的Gauss消元法回 顾

因为 ,故此题不能用Gauss消元法求解,但交换方程组的顺序后,就可

用Gauss消元法求解了.
11

0a =

2

1 2

2 1

2 3 2

x

x x

=


+ =
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高斯消元法-回顾

考虑如下线性方程组的Gauss消元法回 顾

1 2

1 2

0.0001 1

2

x x

x x

+ =


+ =

假设求解是用四位
小数计算机上进行

本题的计算机机内形式为

-3 1 1

1 2

1 1 1

1 2

0.1000 10 0.1000 10 0.1000 10

0.1000 10 0.1000 10 0.2000 10

x x

x x

  +  = 


 +  = 

因为 ,故可用Gauss消元法求解,进行第一次消元时有
11

0a 
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高斯消元法-回顾

(1) 1 4 1

22
0.1000 10 10 0.1000 10a =  −  

(对阶计算)5 5
0.00001 10 0.1000 10=  − 

5 5
0.0000 0.1000 10 0.1000 10= −  = − 

得三角方程组
3 1 1

1 2

5 5

2

0.1000 10 0.1000 10 0.1000 10

0.1000 10 0.1000 10

x x

x

−  +  = 


−  = − 

回代解得 1 2
0, 1x x= =

严重失真！！

准确解为

1

2

10000

9999

9998

9999

x

x

=

=

失真的原因：除数的绝对值远远小于被除数的绝对值

-3 1 1

1 2

1 1 1

1 2

0.1000 10 0.1000 10 0.1000 10

0.1000 10 0.1000 10 0.2000 10

x x

x x

  +  = 


 +  = 
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列主元素的基本思想

用高斯消去法求解线性方程组时,应避免小的主元.在实际计算中,进行第k步

消去前,应该在第k列元素 中找出绝大值最大者,例如

)1()1(
max

−



− = k

ik
nik

k

pk aa

再把第p个方程与第k个方程进行交换,  使 成为主元.我们称这个过

程为选主元.由于只在第k列元素中选主元,通常也称为按列选主元(或称列主元素

法).

)1( −k

pka

),,,1( nkkiaik −=
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全主元素法

如果在第k步消去前,在第k个方程到第n个方程所有的 到 的系数

中, 找出绝对值最大者,例如( 1, , , , , , )
ij

a i k k n j k n= − =

)1(

,

)1(
max

−



− = k

ij
njik

k

pq aa

再交换第k ，p两个方程和第k，q两个未知量的次序,使 成为主元. 称这个

过程为完全选主元或全主元素法.

)1( −k

pqa

不论是哪种方式选出主元,而后再按上面介绍的计算步骤进行消去的计算,一

般都称为选主元的高斯消去法.在实际计算中,常用按列选主元的高斯消去法.

k
x

n
x



36

主元素法举例

用列主元消去法解方程组








=++

=+

=++−

4178.745625.5996.3

3814.178125.0

4.022002.0

321

21

321

xxx

xx

xxx















 −

=

4178.745625.5996.3

3816.1078125.01

4.022002.0

][
)1()1(

bA

















−−−=

40371.00020.20029.20

47471.00010.161077.00

4178.745625.5996.3

][
)2()2(

bA

例1

因列主元素为 ,故先作行变换 ,然后进行消元计算可得1 3
r r

(1)

31
a

第一次消元
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主元素法举例

















−−

=

35160.039050.000

40371.00020.20029.20

4178.745625.5996.3

][
)3()3(

bA

对[A(2) |b(2) ],因列主元素为 ,故先作行变换 ,然后进行

消元计算可得

(2)

32
a 2 3

r r第二次消元

用列主元消去法解方程组








=++

=+

=++−

4178.745625.5996.3

3814.178125.0

4.022002.0

321

21

321

xxx

xx

xxx

例 1

T
(1.9272,-0.69841,0.90038)x =

T
(1.9273,-0.69850,0.90042)x =精确解

由此回代,得
比较准确！！



38

主元素法举例

用列主元消去法解方程组








=++

=+

=++−

4178.745625.5996.3

3814.178125.0

4.022002.0

321

21

321

xxx

xx

xxx

例 1
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主元素法举例-2

用全主元素法求解线性方程组例 2

计算过程保留三位小数。 








−=−+−

=+−

=++

15318

153312

6

321

321

321

xxx

xxx

xxx

















−−−

−

151318

153312

6111

















−

−−−

6111

153312

151318

















−

−−−

1675944016710

5333210

151318

...

.

第一、三行互换

第一次消元
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主元素法举例-2

用全主元素法求解线性方程组例 2

计算过程保留三位小数。

第二、三列互换

















−

−−−

1675167194400

5133320

153118

...

.

















−

−−−

1443572100

5133320

153118

..

.
第二次消元

由回代过程得解

000100030002
132

.,.,. === xxx 注意解的次序










−=−+−

=+−

=++

15318

153312

6

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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列主元素法和全主元素法的比较

全主元素法

列主元素法

精度略优

优点

计算时间较长

缺点

精度稍低计算简单

计算经验与理论分析均表明，列主元素法与全主元素法同样

具有良好的数值稳定性，故列主元素法是求解中小型稠密线性方

程组的最好方法之一。



矩阵的三角分解

42
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矩阵分解—背景介绍

设有线性方程组:         













=+++

=+++

=+++

,

,

,

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa









方程组的矩阵形式：

,
2

1

2

1

21

22221

11211





















=









































mnmnmm

n

n

b

b

b

x

x

x

aaa

aaa

aaa











bAx =或简记为

矩阵分解是将矩阵拆解为数个矩阵的乘积，常见的有：1)

三角分解法； 2)QR 分解法。





=

=


bLy

yUx

于是可首先求解向量y使Ly=b,然后求解 Ux=y,从而

求解线性方程组 Ax=b.

Ax=(LU)x=L(Ux)=b

令 Ux=y,则Ax=b

为上三角矩阵，则：

为单位下三角矩阵，其中如果

U

LLUA ,=

三角方程
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LU分解

若非奇异矩阵A，经过一定的行变换后可以分解成两个三角
形矩阵的乘积，即

LUA =



























=

− 1

01

01

001

0001

1321

3231

21

nnnnn llll

ll

l

L































=

nn

n

n

uO

uuu

uuuu

U






22322

1131211

则称上述分解为杜利特尔(Doolittle)分解，也称LU分解。

Add Your TitleLU分解定理

定理1 若矩阵A非奇异，则A能分解

为LU的充分必要条件是A的顺序主子

式不为0，即

,0,0
2221

1211
2111 ==

aa

aa
a

0,

1

111

=

nnn

n

n

aa

aa








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LU分解定理

定理2：设A为n阶方阵，若A的顺

序主子式

)1,,2,1( −= niAi 

均不为零，则矩阵A存在

Add Your Title分解定理

唯一的LU分解。























nnnnn

n

n

n

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa











321

3333231

2232221

1131211









































=

nn

n

n

nnn

u

uu

uuu

lll

ll

l

0
1

01

001

0001

122

11211

321

3231

21

















1 1 ( 1,2, , )= =j ja u j n

),,3,2(/ 1111 niual ii ==

由矩阵的乘法规则，比较两端的第一行、第一列可得

),,3,2(,12122 njulau jjj =−=

),,3(,/)( 221122 niuulal jiii =−= 













+==−=

==−=

==

==




−

=

−

=
1

1

1

1

1111

11

),,1,,2,1(/)(

),,,,,2(            

),,3,2(,/

),,2,1(                           

j

k

jjkjikijij

i

k

kjikijij

ii

jj

njinjuulal

nijniulau

niual

njau








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LU分解法的举例

求矩阵 的三角分解。
















−

=

542

774

322

A

3,2,2 131312121111 ====== auauau

1/,2
2

4
/ 113131112121 −===== ualual

322712212222 =−=−= ulau

22212313232 =−= uulal /)(















−=

−=

=

=




−

=

−

=
1

1

1

1

1111

11

j

k

jjkjikijij

i

k

kjikijij

ii

jj

uulal

ulau

ual

au

/)(

        

/

                      

































−

=
















−

=

600

130

322

121

012

001

542

774

322

A所以

L           U

113212323 =−= ulau

6233213313333 =+−= )( ululau

例5.1
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三角分解的紧凑格式

矩阵的三角分解可按以下

格式及顺序进行。这种格式
既便于记忆又便于计算，称
紧凑格式。















−=

−=

=

=




−

=

−

=
1

1

1

1

1111

11

j

k

jjkjikijij

i

k

kjikijij

ii

jj

uulal

ulau

ual

au

/)(

        

/

                      























nnnnnnnnnn

nn

nn

nn

ualalala

uaualala

uauauala

uauauaua

)()()()(

)()()()(

)()()()(

)()()()(

332211

33333332323131

22232322222121

11131312121111











计算顺序：将 按表列好，按框从外到内进行。每框先算行，从左向

右依次计算 ；再算列，自上而下求

ijijij lua ,,

kju
ikl

①旧元素减去左边行与顶上列向量的点积

②计算行不用除法

③计算列要除主对角元

直接分解的运算特点：
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矩阵分解法的举例

333332323131

232322222121

131312121111

)()()(

)()()(

)()()(

ualala

uauala

uauaua

















−

=

542

774

322

A

































−

=

600

130

322

121

012

001

22)( 22)( 33)(

2
2

4
4 =)( 32277 =−)( 13277 =−)(

232144 =−− /])()[( 6311255 =−−− )()(1
2

2
2 −=
−

− )(

















−

=

542

774

322

A
















−



541

772

322

















−



521

132

322

















−



621

132

322









−=−=

==

 
−

=

−

=

1

1

1

1

111111

i

k

j

k

jjkjikijijkjikijij

iijj

uulalulau

ualau

/)(;

/; 

例5.1
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LU分解法解方程组





=

=


bLy

yUx

Ax=(LU)x=L(Ux)=b

令 Ux=y,则Ax=b























=













































=

− nnnnnnn b

b

b

b

y

y

y

y

llll

ll

l

Ly













3

2

1

3

2

1

1321

3231

21

1

01

001

0001

n2,3,...,    -
1

1

11

       

   Y 

==

=


−

=

kyl
k

j

jkjkk by

by：
注意 。相同，故可用紧凑格式的求法与 ijk uy





















=









































=

nnnn

n

n

y

y

y

x

x

x

uO

uuu

uuuu

Ux






2

1

2

1

22322

1131211

   1 , 1,nk   ,      
1

      

   x   

−=












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LU分解法求解方程组的举例

用紧凑格式解方程组


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例5.2

求LU分解 解方程组
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LU分解法求解方程组的举例-2

bAxbA =





















−

−
=



















= 求解已知 ,

2

2

1

1

2011612

6384

10278

5124



















=

2011612

6384

10278

5124

A



















201103

6321

0032

5124



















20403

1221

0032

5124



















1403

1221

0032

5124



















=

1403

0121

0012

0001

L



















=

1000

1200

0030

5124

U

分解可得进行将 LUA

{15, -1, 8, -13}

答案：

例5.3
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LU分解法的总结

矩阵的LU分解将求解线性方程组问题转化成求解两个三角形方程

组的问题。

矩阵LU分解的运算特点：从外到内，先算行，后算列。（计算行

不需要用除法，计算列需要用到除法）
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总结

高斯消元法是求解低阶稠密矩阵方程组的有效方法；

实际使用高斯消元法中，常采用选主元素法，可以避免出现绝对

值很小的主元素作为除数出现的计算结果不可靠的问题；

矩阵的LU分解法求解方程组的方法计算量和高斯消元法一致（其

实质是高斯消元法的变换），可以针对Ax=b中b变化的情况下进

行使用（仅需要一次分解）。
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