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回顾---线性方程组求解的迭代法
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其中k表示迭代次数（k=0,1,2, …）.
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回顾---迭代法的收敛条件

,fBxx +=设有方程组 .
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回顾---迭代法构造

.)(, 为非奇异矩阵其中，设有 nn

ij RaAbAx
==

.

,

为分裂矩阵的某种近似，称一般选择为
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Jacobi迭代法
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为了方便地给出迭代矩阵B把系数矩阵A分裂成

其中
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迭代法格式
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迭代法格式
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例题---直接求解

用雅可比迭代法解方程组
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k x1
(k) x2

(k) x3
(k)

1 0.72 0.83 0.84

2 0.971 1.07 1.15

… … … …

11 1.099993 1.199993 1.299991

12 1.099998 1.199998 1.299997

取 x(0)=(0,0,0)T 计算结果如下：

例 6.3



11

例题---矩阵运算求解

例 6.4
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取 代入迭代式得

如此继续下去，可得方程组的近似解。
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Jacobi迭代法求解过程
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Jacobi迭代法的程序设计

迭代次数 x1 x2 x3 x-x_exact
0 0 0 0
1 2.5 3 3 2.2913

2 2.875 2.3636 1 0.3845

3 3.1364 2.0455 0.9716 0.1465

4 3.0241 1.9478 0.9205 0.0981

5 3.0003 1.984 1.001 0.016

6 2.9938 2 1.0038 0.0073

7 2.999 2.0026 1.0031 0.0042

8 3.0002 2.0006 0.9998 6.90E-04

9 3.0003 1.9999 0.9997 3.93E-04

10 3 1.9999 0.9999 1.76E-04

11 3 2 1 3.24E-05

12 3 2 1 2.05E-05

13 3 2 1 7.17E-06

14 3 2 1 1.69E-06

15 3 2 1 1.01E-06



Gauss-Seidel迭代法
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Gauss-Seidel迭代法格式
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为了方便地给出迭代矩阵B把系数矩阵A分裂成

其中
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Gauss-Seidel迭代法格式
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Gauss-Seidel迭代法格式

为塞德尔迭代法计算公式的高斯于是解 −= bAx
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Gauss-Seidel迭代法格式
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Gauss-Seidel 迭代法求解过程
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Gauss-Seidel求解线性方程组的典型例题—直接求解

Gauss-Seidel 迭代格式为















++=

++=

++=

+++

++

+

)2.4(
5

1

)3.82(
10

1

)2.72(
10

1

)1(
2

)1(
1

)1(
3

)(
3

)1(
1

)1(
2

)(
3

)(
2

)1(
1

kkk

kkk

kkk

xxx

xxx

xxx

用Gauss—Seidel 迭代法解题.









=+−−

=−+−

=−−

2.45

3.8210

2.7210

321

321

321

xxx

xxx

xxx

取 x(0)=(0,0,0)T 计算结果如下：

k x1
(k) x2

(k) x3
(k)

1 0.72 0.902 1.1644

… … … …

8 1.099998 1.199999 1.3

例6.5

 3.1,2.1,1.1=
x精确解
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Gauss-Seidel求解线性方程组的典型例题—矩阵求解

例 6.6
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Gauss-Seidel求解线性方程组的典型例题—矩阵求解

例 6.6
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Gauss-Seidel程序设计

达到同样精度，G-S迭代法比Jacobi迭代法收敛快

迭代次数 x1 x2 x3 x-x_exact
0 0 0 0
1 2.5 2.0909 1.2273 0.5567

2 2.9773 2.0289 1.0041 0.037

3 3.0098 1.9968 0.9959 0.0111

4 2.9998 1.9997 1.0002 3.91E-04

5 2.9998 2.0001 1.0001 1.84E-04

6 3 2 1 1.35E-05

7 3 2 1 2.49E-06
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Jacobi法和Gauss-Seidel法的比较
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｝，，答案： 121{ −
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典型例题

分别用Jacobi迭代法和Gauss-Seidel迭代法解下列方程组是否收敛？

由于第一个方程组的系数矩阵严格对角占优，所以Jacobi迭代法和Gauss-Seidel迭代法均收敛。

第二个方程组的系数矩阵不是严格对角占优的，但可以交换两个方程的次序，将原方程变为同解
方程组：

这时方程组得系数矩阵严格对角占优，两种迭代法都收敛。
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小结

Jacobi与Gauss迭代法的比较

如果收敛的话,Gauss迭代法比Jacobi迭代法收敛的速度快。

.)2(

;)1(

始终不变计算过程中原始矩阵

和向量的乘法一次只需计算一次矩阵计算公式简单，每迭代

A

Gauss迭代法的特点



松弛迭代法
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松弛法的基本思想
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i i ij j ij j ii i

j i j i

i n
k k

i ij j ij j ii

j i j i

x x x

x x x

x b a x a x a x

b a x a x a

i n k

+

−
+

= = +

−
+

= =


 =

 = −


 = − − −




= − −

 = =

 

 
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松弛法的基本思想

可以把 看作Gauss-Seidel 迭代的修正项，即第k次x

近似解 以此项修正后得到新的近似解)k(
x

xxx
)k()k( +=+1

xxx
)k()k( +=+1

具体公式为

松弛法是将 乘上一个参数因子 作为修正项而得到新的近似解x 

 

1 1
( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )

1 1 1 1

1
( )

i n i n
k k k k k k

i ij j ij j i i i ij j ij j i

j j i j j iii

x b x b x g x b a x a x x
a

− −
+ +

= = + = = +

 = + + − = − − −   
( 1,2, , )i n=
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松弛法的基本思想

1
( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )

1 1

(1 ) ( )
i n

k k k k k

i i i i i ij j ij j

j j iii

x x x x b a x a x
a


 

−
+ +

= = +

= +  = − + − − 即

按上式计算 的近似解序列的方法称为松弛法。Ax b=

 称为松弛因子

➢ 当 时称为低松弛；1 

➢ 当 时称为Gauss-Seidel迭代；1 =

➢ 当 时称为超松弛法。1 



31

超松弛法（SOR）的矩阵表示

选取分裂矩阵M为带参数下三角阵

1
( )M D L


= −

其中 为可选择的松弛因子。0 

构造以 为迭代矩阵的迭代公式1
( )SOR I D L A  − − −

( )( 1) 1 ( )
( )

k k
x I D L A x f + −= − − +

解 的SOR方法为Ax b=

( )

(0)

( 1) ( )
0,1,

k k

x

x SOR x f k
+




= + =

初始向量

其中 1
( ) .f D L b  −= −

SOR（Successive Over-Relaxation）:
逐次超松弛迭代法
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SOR方法的构建


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
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


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 

−

= =

++

−

= +=

++

),1,0;,,2,1(

)(

)()1(

),,(

1

1

)()1()()1(

1

1 1

)()1()()1(
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



或







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


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=

+

为松弛因子


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1
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
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SOR方法的计算公式
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SOR方法的构建

SOR迭代法是Gauss—Seidel 迭代法的一种修正，可由下述思想得到.

( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )
(1 ) ( )

k k k k k k

i i i i i i
x x x x x x  + + += − + = + −

(1) 首先用Gauss—Seidel 迭代法定义辅助量
)1(~ +k

ix

1
( 1) ( 1) ( )

1 1

( ) / .
i n

k k k

i i ij j ij j ii

j j i

x b a x a x a
−

+ +

= = +

= − − 

(2) 再由 与 加权平均定义，即
)1(~ +k

ix)(k

ix )1( +k

ix

设已知 及已计算 的分量( )k
x

( 1)k
x

+ ( 1)
( 1,2, , 1)

k

j
x j i

+ = −

(2.13)

(2.14)

将(2.13)代入(2.14)得到解 的SOR迭代公式.Ax b=
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典型例题

取 用超松弛法解方程组T)(
),,(x,. 11141

0 ==









=+−

=−+−

=−

812

02

12

32

321

21

.xx

xxx

xx
例1

1
( 1) ( 1) ( )

1 1

 (1 ) ( )
i n

k k k k

i i i ij j ij j

j j iii

x x b a x a x
a




−
+ +

= = +

= − + − − 

( 1) ( ) ( )

1 1 2

( 1) ( ) ( 1) ( )

2 2 1 3

( 1) ( ) ( 1)

3 3 2

0.4 0.7(1 )

0.4 0.7( ) ( 0,1,2, )

0.4 0.7(1.8 )

k k k

k k k k

k k k

x x x

x x x x k

x x x

+

+ +

+ +

 = − + +


 = − + + =
 = − + +

带入上式开始迭代将 (0)
(1,1,1)

T
x =

(1.2, 1.4, 1.6) .
T

x =

(9)
(1.200, 1.3996, 1.6001)

T
x =

精确解：
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松弛法的典型例题

例 2

1

2

3

4

4 1 1 1 1

1 4 1 1 1
,

1 1 4 1 1

1 1 1 4 1

x

x

x

x

−     
    

−
    =
    −
    

−    

用SOR方法解方程组 验证：松弛因子

与迭代次数的关系，它的精确解为 ( )*
1, 1, 1, 1 .

T
x = − − − −

取 ，迭代公式为(0)
0x =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )












+−−−−=

−+−−−=

−−+−−=

−−−+−=

++++

+++

++

+

;xxxxxx

;xxxxxx

;xxxxxx

;xxxxxx

kkkkkk

kkkkkk

kkkkkk

kkkkkk

441

441

441

441

4

1

3

1

2

1

14

1

4

43

1

2

1

13

1

3
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1

12

1

2

43211

1

1
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松弛法的典型例题

( ) ( )
( )

11

11 5

2

0.9999646, 1.0000310, 0.9999953, 0.9999912 ,

0.64 10 .

T
x

 −

= − − − −

 

取 第11次迭代结果为1.3 =

对 取其他值，迭代次数如下表，从此例看到，松弛因子选择得好，会使

SOR迭代法的收敛大大加速，本例中 是最佳松弛因子。1.3 =

松弛因子 满足误差 的迭代次数 松弛因子 满足误差

1.0 22 1.5 17

1.1 17 1.6 23

1.2 12 1.7 33

1.3 11 1.8 53

1.4 14 1.9 109

( ) * 5

2
10

k
x x

−− 
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迭代法收敛性的其他判定方法

松弛法收敛的必要条件是： 20  
前面的判定定理虽然给出了判别迭代收敛的充要条件，但要求逆矩

阵和特征值。而 0 2  也只是松弛法收敛的必要条件，应用不方便。
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松弛法的程序设计

迭代次数 x1 x2 x3 x-x_exact
0 0 0 0
1 2.5863 2.1306 1.2147 0.484

2 3.0094 2.0121 0.9846 0.0218

3 3.0084 1.995 0.9975 0.0101

4 2.9984 2.0005 1.0008 0.0018

5 3.0001 2 0.9999 9.75E-05

6 3 2 1 3.28E-05

7 3 2 1 6.83E-06
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