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主成分分析

学科定位：

◼ 一种多元统计分析方法

又写作：

◼ 主成份分析

◼ Principal Component Analysis， PCA
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主成分分析

处理对象：

◼ 𝑝个变量的𝑛组样本数据

处理实质：

◼ 多个变量→少数几个综合变量
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主成分分析的原理

 如果𝑝个变量是相互独立的：

◼ 可以化成单变量问题逐一进行处理

 现实中，各变量之间：

◼ 总是存在不同程度的相关关系

 研究策略：

◼ 采取“降维”的方法

 研究思路：

◼ 利用全部𝑝个变量构造新的𝑞个综合变量（ 𝑞 ≤ 𝑝），例如采用线性组合的方式 ；

◼ 新的𝑞个变量尽可能多地反映原𝑝个变量的统计特性；

◼ 新的𝑞个变量是相互独立的
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主成分分析的原理

举例说明1

◼ 数据

◼ 4个变量：身高𝑋1（ cm）、体重𝑋2（ kg）、胸围𝑋3（ cm）、坐高𝑋4

（ cm）

◼ 30个样本： 30名同学的相关数据

◼ 主成分分析结果（1）

◼ 降维与各主成分的贡献率：

◼ 确定第一和第二两个主成分就可以描述原有四个变量

◼ 第一主成分贡献率88.5%，第二主成分贡献率7.8%
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主成分分析的原理

举例说明1

◼ 主成分分析结果（2）

◼ 主成分与原始变量的关系：

◼ 第一主成分：

◼ 第二主成分：

◼ 以上表达式中用的是原始变量经过标准化后的变量
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+0.497𝑋1
′ + 0.515𝑋2

′ + 0.481𝑋3
′ + 0.507𝑋4

′

−0.543𝑋1
′ + 0.210𝑋2

′ + 0.724𝑋3
′ − 0.368𝑋4

′



主成分分析的原理

举例说明1

◼ 主成分分析结果（3）

◼ 第一主成分的解释（ +0.497𝑋1
′ + 0.515𝑋2

′ + 0.481𝑋3
′ + 0.507𝑋4

′ ）：

◼ 数学形式上的特点：

• 4个分量均为正值，均在0.5左右

◼ 反映如下事实：

• 一个身材魁梧的学生，他的4个变量取值都大，第一主成分的得分就高；

• 反之，一个身材瘦小的学生，他的4个变量取值都小，第一主成分的得分就
低

◼ 可以定义为：

• 大小因子（ size factor）
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主成分分析的原理

举例说明1

◼ 主成分分析结果（4）

◼ 第二主成分的解释（−0.543𝑋1
′ + 0.210𝑋2

′ + 0.724𝑋3
′ − 0.368𝑋4

′）：

◼ 数学形式上的特点：

• 身高、坐高对应的分量为负值，体重、胸围对应的分量为正值

◼ 反映如下事实：

• 学生身材的胖瘦情况

◼ 可以定义为：

• 形状因子（ shape factor）
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主成分分析的原理

举例说明2

◼ 一项十分著名的工作是美国统计学家斯通(stone)在1947年关于国民经济

的研究。

◼ 利用美国1929-1938年各年的数据，整理出17个反映国民收入与支出的

变量要素，例如雇主补贴、消费资料和生产资料、纯公共支出、净增库

存、股息、利息、外贸平衡等等
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主成分分析的原理

举例说明2

◼ 在进行主成分分析后：

◼ 用3个新变量（即3个主成分）取代了原17个变量；

◼ 这种取代达到了97.4%的精度；

◼ 根据经济学知识，斯通给3个新变量分别命名为总收入F1、总收入变化率

F2和经济发展或衰退趋势F3；

◼ 更有意思的是，这3个变量其实都可以直接测量

11



主成分分析的原理

举例说明2

◼ 斯通将3个主成分与实际测量的总收入𝐼、总收入变化率∆ 𝐼以及时间𝑡因素

做相关分析
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F1 F2 F3 𝐼 ∆𝐼 𝑡

F1 1

F2 0 1

F3 0 0 1

𝐼 0.995 -0.041 0.057 1

∆𝐼 -0.056 0.948 -0.124 -0.102 1

𝑡 -0.369 -0.282 -0.836 -0.414 -0.112 1



主成分分析的原理

主成分分析的几何解释：

◼ 为了方便，在二维空间中讨论主成分的几何意义。

◼ 设有𝑛个样本，每个样本有两个观测变量𝑥1和𝑥2，在由变量𝑥1和𝑥2 所确定

的二维平面中， 𝑛个样本点所散布的情况如椭圆状。

◼ 有何特点？
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主成分分析的原理

主成分分析的几何解释：

◼ 𝑛个样本点无论是沿着𝑥1轴方向或𝑥2轴方向都具有较大的离散性

◼ 离散程度可以分别用𝑥1的方差和𝑥2的方差定量表示。

◼ 显然，如果只考虑𝑥1和𝑥2中的任何一个，那么包含在原始数据中的信息

将会有较大的损失。
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主成分分析的原理

主成分分析的几何解释：

◼ 如果将𝑥1轴和𝑥2轴先平移，再同时按逆时针方向旋转某个角度，可得到新

坐标轴𝐹1和𝐹2

◼ 𝐹1和𝐹2是两个新变量。
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主成分分析的原理

主成分分析的几何意义：

◼ 坐标平移旋转变换的目的：

• 使得𝑛个样品点在𝐹1轴方向上的离散程度最大，即𝐹1的方差最大。

• 变量𝐹1代表了原始数据的绝大部分信息，在研究某具体问题时，即使不考虑
变量𝐹2也无损大局。

◼ 经过上述变换，原始数据的大部分信息集中到𝐹1轴上，对数据中包含的

信息起到了浓缩作用。

◼ 二维平面上的各点的方差大部分都归结在 𝐹1轴上，而 𝐹2 轴上的方差很小。

◼ 𝐹1和𝐹2称为原始变量𝑥1和𝑥2的综合变量。 𝐹简化了系统结构，抓住了主要

矛盾。

◼ 𝐹1， 𝐹2除了可以对包含在𝑥1， 𝑥2中的信息起着浓缩作用之外，还具有不

相关的性质，这就使得在研究复杂的问题时避免了信息重叠所带来的虚

假性。
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主成分分析的原理

取一组参数𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑝，考虑变量𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑝的线性组合：

◼ 设综合变量：

◼ 采用矩阵和向量的形式表示：
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𝑍 = 𝛼1𝑋1 + 𝛼2𝑋2 +⋯+ 𝛼𝑝𝑋𝑝

𝛂 =

𝛼1
𝛼2
⋮
𝛼𝑝

𝐗 =

𝑋1
𝑋2
⋮
𝑋𝑝

𝑍 = 𝛂′𝐗



主成分分析的原理

要使综合变量𝑍最大限度地反映原𝑝个变量的信息，参数𝛼应使

得𝑍 满足以下4个条件：

◼ 综合变量 𝑍 的方差最大；

◼ 如果把数据看作𝑝维空间中的𝑛个点，使这𝑛个点到超平面𝑍的距离和最小；

◼ 以𝑍为因变量， 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑝为自变量进行回归，其残差平方和最小；

◼ 综合变量𝑍与变量𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑝的相关系数的平方和最小。
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主成分分析的原理

理论上可以证明：

◼ 前3个条件：

◼ 变量𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑝的协方差矩阵的特征值问题；

◼ 第4个条件：

◼ 变量𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑝的相关矩阵的特征值问题
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主成分分析的原理

设S为变量𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑝的协方差矩阵

 S的𝑝个非负特征值为𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥ ⋯ ≥ 𝜆𝑝 ≥ 0：

◼ 方差最大的综合变量𝑍1：

◼ 由最大的特征值𝜆1对应的特征向量𝛂𝟏
∗为系数来构造，

◼ 综合变量𝑍1被称为：

第一主成分（ first principal component），其方差为𝜆1

◼ 第一主成分：

可以反映原来𝑝个变量的大部分信息，但还并不是全部的
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𝑍1 = 𝛂𝟏
∗′𝐗 = 𝛼11𝑋1 + 𝛼21𝑋2 +⋯+ 𝛼𝑝1𝑋𝑝



主成分分析的原理

设S为变量𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑝的协方差矩阵

 S的𝑝个非负特征值为𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥ ⋯ ≥ 𝜆𝑝 ≥ 0：

◼ 作为第一主成分𝑍1的补充，还可以考虑第二主成分𝑍2 ；

◼ 𝑍1 、 𝑍2是独立的；

◼ 利用次最大特征值𝜆2对应的特征向量𝛂𝟐
∗为系数可以构造第二主成分：

◼ 第二主成分的方差为𝜆2

◼ 依此类推可以获得第三主成分， ……，第𝑝个主成分
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𝑍2 = 𝛂𝟐
∗′𝐗 = 𝛼12𝑋1 + 𝛼22𝑋2 +⋯+ 𝛼𝑝2𝑋𝑝



主成分分析

 主成分分析的原理

 主成分的性质

 主成分分析的步骤

 主成分分析的应用实例
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主成分的性质

各主成分之间的关系

◼ 主成分之间彼此独立

◼ 主成分的方差之间存在如下关系：

◼ 方差大小客观描述了各个主成分的贡献（即所含原始信息的多少），因

而𝑍1, 𝑍2, ⋯ , 𝑍𝑝所包含的原始信息依次减少

23

𝑉𝑎𝑟 𝑍1 = 𝜆1

≥ 𝑉𝑎𝑟 𝑍2 = 𝜆2

≥ ⋯⋯

≥ 𝑉𝑎𝑟 𝑍𝑝 = 𝜆𝑝



主成分的性质

各个主成分的贡献

◼ 度量方式：贡献率与累积贡献率

◼ 贡献率：

• 𝑝𝑘称为第𝑘个主成分的贡献率

• 它反映了第𝑘个主成分提取全部原始信息的多少

◼ 累积贡献率：

• 𝐺𝑘为前𝑘个主成分的累积贡献率

• 它反映了前𝑘个主成分共同提取全部原始信息的多少
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𝑝𝑘 =
𝜆𝑘

σ
𝑖=1
𝑝

𝜆𝑖

𝐺𝑘 =
σ𝑖=1
𝑘 𝜆𝑖

σ
𝑖=1
𝑝

𝜆𝑖



主成分的性质

累积贡献率与主成分个数的确定

◼ 一般做法：

◼ 如果前𝑚个主成分的累积贡献率大于等于85%，则取𝑚个主成分就能够反

映全部𝑝个变量的绝大部分信息了。
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主成分分析

 主成分分析的原理

 主成分的性质

 主成分分析的步骤

 主成分分析的应用实例
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主成分分析的步骤

（1）对原始数据进行标准化处理

◼ 标准化处理的目的：

◼ 使得各变量的均值为0，方差为1

◼ 这样得出的协方差矩阵与相关矩阵是一样的，满足第4个条件

◼ 标准化处理的计算方法：

◼ 设有𝑝个变量，𝑛个样本，观测值为𝑋𝑖𝑗（ 𝑖 = 1, 2,⋯ , 𝑝； 𝑗 = 1, 2,⋯ , 𝑛 ），

则标准化后的值为：
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𝑋𝑖𝑗
′ =

𝑋𝑖𝑗 − ഥ𝑋𝑖

𝑆𝑖
ഥ𝑋𝑖 =

1

𝑛
෍

𝑗=1

𝑛

𝑋𝑖𝑗 𝑆𝑖 =
1

𝑛 − 1
෍

𝑗=1

𝑛

𝑋𝑖𝑗 − ഥ𝑋𝑖
2



主成分分析的步骤

（2）由标准化后的数据求得协方差矩阵

◼ 相当于获得原始数据的相关矩阵

◼ 计算方法：
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𝑅 =

𝑟11 𝑟12 ⋯ 𝑟1𝑝
𝑟21 𝑟22 ⋯ 𝑟2𝑝
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑟𝑝1 𝑟𝑝2 ⋯ 𝑟𝑝𝑝

𝑟𝑖𝑗 =
1

𝑛 − 1
෍

𝑘=1

𝑛

𝑋𝑖𝑘
′ 𝑋𝑗𝑘

′

（ 𝑖 = 1, 2,⋯ , 𝑝； 𝑗 = 1, 2,⋯ , 𝑝）



主成分分析的步骤

（3）求协方差矩阵的特征值及其对应的特征向量

◼ 获得：

◼ 所有特征根

◼ 特征根对应的特征向量
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𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥ ⋯ ≥ 𝜆𝑝 ≥ 0

𝛂𝟏, 𝛂𝟐, ⋯ , 𝛂𝐩



主成分分析的步骤

（4）确定主成分

◼ 计算累积贡献率

◼ 一般根据累积贡献率85%，确定要选取的主成分个数𝑘

◼ 根据𝑘及每个 𝜆𝑖(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝) 所对应的特征向量𝛼𝑖，构造标准化变量的主成

分

◼ 转化为原始变量的主成分表达式
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主成分分析的步骤

（5）计算主成分的分值

◼ 将各样本所对应的变量值代入主成分表达式，计算各样本的主成分得分

（6）解释结论

◼ 根据样本的主成分得分，结合专业知识进行综合研究，对结论进行解释

与推断
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主成分分析
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主成分分析的应用

主成分分析在环境数据处理中的作用：

◼ 对环境系统中错综复杂的信息进行提取和精练，常用于环境质量分类和

环境影响识别

◼ 揭示变量之间的一些关系，而这些关系有时候是别的方法或已有的专业

知识所难以预料的

举例说明

◼ 河流监测数据分析

◼ 黄山市生态区划
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主成分分析的应用

例1：下表1为某河流9个断面的BOD5、 COD、 DO的监测值，

请根据此表进行主成分分析。

34



主成分分析的应用

解：（1）计算原始数据的相关矩阵

◼ 相关矩阵R

35

𝐑 =
1 0.9776 −0.9534

0.9776 1 −0.9326
−0.9534 −0.9326 1



主成分分析的应用

解：（2）计算特征值和特征向量
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主成分分析的应用

解：（3）确定主成分，并计算相应的分值

◼ 标准化变量对应的主成分表达式

◼ 原始变量对应的主成分表达式
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𝑍1 = 0.5817𝑥1
′ + 0.5776𝑥2

′ − 0.5727𝑥3
′

𝑍2 = 0.2248𝑥1
′ + 0.5625𝑥2

′ + 0.7957𝑥3
′

𝑍3 = −0.7817𝑥1
′ + 0.5916𝑥2

′ − 0.1974𝑥3
′

𝑍1 = 0.1097𝑥1 + 0.1177𝑥2 − 0.5239𝑥3 + 2.2451
𝑍2 = 0.0424𝑥1 + 0.1141𝑥2 + 0.7283𝑥3 − 6.1727
𝑍3 = −0.1482𝑥1 + 0.1198𝑥2 − 0.1792𝑥3 + 1.2134



主成分分析的应用

解：（4）结论分析与解释

◼ 主成分个数的确定：

• 第一主成分的贡献率已达到96.97%，因此只考虑该主成分

◼ 主成分物理意义的推断：

◼ 第一主成分中各变量的系数绝对值大致相同，且BOD5和COD系数为正，

DO系数为负，所以认为第一主成分表示有机污染与水体自净能力的对比

程度

◼ 第一主成分的值越大，说明有机污染越严重；相反，该值越小，说明水

体自净能力越强。
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主成分分析的应用

解：（4）结论分析与解释

◼ 第一主成分取值的使用：

◼ 可以利用第一主成分的值来评价水环境质量的优劣：

◼ 主成分分值越小，对应的水环境质量越好

◼ 水质评价结果

◼ 根据第一主成分得分， 9个断面的水质由好到坏依次为：1#， 7#， 2#，

8#， 6#， 5#， 3#， 9#， 4#
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主成分分析的应用

例2：黄山市七个区县的生态区划

◼ 27项指标（27个变量）：年平均气温（℃），日照时数（小时），多年

平均降水量（ mm），森林覆盖率（ %），公益林面积（公顷），野生

动植物分布系数（ %），自然保护区面积（公顷），林地面积（公顷），

牧草地面积（公顷），水域面积（公顷），耕地（ ha），园地（ ha），

居民点及工矿用地（ ha），交通用地（ ha），未利用土地（ ha），人

口自然增长率（ ‰），人口密度（人/km2），单位土地产出（万元

/km2），农民年均纯收入（元），国内生产总值（万元），国内生产总

值发展速度，第三产业比重（ %），农业产值（万元），林业产值（万

元），牧业产值（万元），渔业产值（万元），工业产值（万元）

◼ 7个区县（7个样本）：屯溪区，黄山区，徽州区，歙县，休宁，黟县，

祁门
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主成分分析的应用

例2：相关矩阵前4个特征值及其对应的主成分

41



主成分分析的应用

例2：四个主成分得分计算式
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主成分分析的应用

例2：四个主成分的解释：

◼ 第一主成分的表达式

◼ 与森林覆盖率、公益林面积、野生动植物分布系数、林地面积、耕地面

积以及林业产值成较大的正相关，

◼ 与人口自然增长率、人口密度、单位土地产出、农民平均纯收入、国内

生产总值发展速度成较大的负相关。

43



主成分分析的应用

例2：四个主成分的解释：

◼ 第一主成分所占贡献率达到45.66%，而且从与其相关的原始变量来看，

相关度比较均匀，所以这是一个综合成分。

• 分析正相关的因子可知，森林资源是黄山市的一个极其敏感的生态因子，黄
山市的生态环境的维系在很大程度上依赖于丰富的森林资源。而另一较大正
相关的耕地因子可以作为一种生态缓冲的利用方式。当耕地处于森林资源的
外缘，对森林资源起到的是一个自然保护的作用。

• 负相关的因子包括人口自然增长率、人口密度、单位土地产出、农民平均纯
收入、国内生产总值发展速度等，这些都是社会经济因子，都是社会和经济
发展的标志。应该注意到， 黄山市不是一个工业城市，大部分人口都是农民，
农村人口、农业经济是黄山市的敏感社会经济因子。

◼ 当样本的第一主成分数值大时，意味着跟森林资源相关的各个变量值偏

大，描述社会经济发展的变量取值偏小。所以，该主成分得分大的样本

适合于作为生态核心区，其自然生态系统需要继续得到较好的维持。
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主成分分析的应用

例2：四个主成分的解释：

◼ 第二主成分的表达式

◼ 与国内生产总值成最大的正相关，其次，与农业产值，牧业产值和工业

产值也有较大的正相关。第二主成分反映了部分敏感的经济因子。

◼ 与之成最大负相关的是自然保护区面积，但是每个区县中自然保护区的

面积占土地面积的百分率都非常小。自然保护区的面积不合适作为一个

关键生态因子。另一个正相关较大的因子是园地面积。园地不是黄山市

的核心生态系统，适合作为起缓冲作用的生态系统。

◼ 综合来说，第二主成分得分高的样本适合作为生态缓冲区或者生态 建设

区。
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主成分分析的应用

例2：四个主成分的解释：

◼ 第三主成分

◼ 没有正相关较大的生态因子。

◼ 与牧草地面积，水域面积，居民点及工矿用地，渔业产值成较大的负相

关。充沛的水资源不仅是黄山市特有的自然资源、景观环境的重要组成

部分，还是维系生态环境的重要生态因子。因此，基于充沛的水资源发

展起来的渔业在这一主成分中也成为一个敏感因子。这一主成分可以归

纳为水资源因子。
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主成分分析的应用

例2：四个主成分的解释：

◼ 第四主成分的贡献率只有8%，前三个主成分的累计贡献率已经达到85%

以上。该主成分可以不加以考虑。

• 为了减少信息的损失量，特别选取第四主成分，这样信息量达到93.44%

◼ 第四主成分与交通用地，人口自然增长率和第三产业比值有较大的正相

关

◼ 这三个因子值的增大是社会发展和城市发展的要素
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主成分分析的应用

例2：各个样本的四个主成分得分
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主成分分析的应用

例2：黄山市生态区划方案

◼ 在主成分分析基础上，结合聚类分析和定性分析得出

◼ 生态建设区：

• 屯溪区和徽州区

• 属于典型城市生态系统，工作重点放在生态环境的重建和恢复上

◼ 生态缓冲区：

• 歙县，黟县划为生态农业区

• 黄山区划为生态旅游区

◼ 生态功能区：

• 祁门和休宁

• 重点保护森林生态系统和重要水源地
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主成分分析的应用
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主成分分析概念小结

什么是主成分？

◼ 主成分是对变量共性的提取

用两个变量的情况举例说明

◼ 原始变量及其包含的信息量：

• 设变量𝑋1， 𝑋2的相关程度为𝑟（不妨假设𝑟 ≥ 0），可以理解为𝑋1和𝑋2的原始
数据中包含的信息量均为1，总信息量为2， 𝑟是共性部分。

◼ 主成分、特征根及其包含的信息量：

• 主成分是对总信息量的再分配。第一主成分包含的信息量为1 + 𝑟，第二主成
分包含信息量为1 − 𝑟，总信息量仍为2。

• 两个主成分对应的特征根分别为：𝜆1“=”1 + 𝑟和𝜆2“=” 1 − 𝑟
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主成分分析概念小结

用两个变量的情况举例说明

◼ 变量之间相关程度与主成分分析的关系：

◼ 第一主成分包括的信息随两变量相关程度（共性）的增大而增大

◼ 当两变量完全相关时，

• 𝜆1“=”2和𝜆2“=” 0，即第一主成分包括的了𝑋1， 𝑋2的全部信息

◼ 当两变量不相关时，

• 𝜆1“=”𝜆2“=”1，第一、二主成分包括𝑋1， 𝑋2的信息各占一半

◼ 当变量间的相关关系不明显时，作主成分分析意义不大
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主成分分析概念小结

 主成分是原变量的线性函数，是对原变量信息的综合：

◼ 每个主成分可以看作是一个综合指标，该综合指标能够根据原变量具体估计出来，

并可参与进一步的分析

 主成分分析中最大的困难是对主成分的解释

◼ 如果主成分得不到切合实际的解释，也就失去了主成分分析的意义

◼ 对主成分的解释常伴有主观性

 主成分分析本身往往并不是目的，而是达到目的的一种手段。因此，它经常

被用在大型研究项目的某个中间环节里。例如，

◼ 把它用在多元回归中，便产生了主成分回归，这种回归具有一些优良性质，可以

克服原变量的多重共线性

◼ 它还可以用于综合评价、聚类分析、判别分析等
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