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聚类分析的研究内容

聚类分析

◼ 是指：

• 依照某种准则对个体（样本或变量）进行分类的一种分析方法

• 又称聚簇分析、群分析、类分析

• Cluster Analysis

◼ 常用于：

• 各种调查数据的分析处理

• 在环境科学中，常应用于生态系统污染状况的分类，采样点、采样地区污染
程度的分类，也常用作数据预处理的手段（例如剔除一些不合理的样本或数
据）。
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聚类分析的研究内容

聚类分析的对象

◼ 处理p个变量的n组样本数据

◼ 𝑋1𝑖 , 𝑋2𝑖 , ⋯ , 𝑋𝑝𝑖 , 𝑖 = 1, 2,⋯ , 𝑛

◼ 可以对样本进行聚类

• 称之为Q型聚类

• 是本课程要重点讨论的

◼ 可以对变量进行聚类

• 称之为R型聚类
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聚类分析的研究内容

聚类分析的常见做法，分三大步：

◼ 针对要进行聚类的个体，定义一种能够反映个体之间亲疏程度的量

• 对样本之间可以定义各种距离；对变量之间可以定义各种相似系数

◼ 以这些量为聚类依据，把一些相似程度大的个体聚合为一类，把另一些

彼此间相似程度大的个体聚合为另外一类

• 是一个动态过程

• n个样本，最少可聚成一类，最多可聚成n类

◼ 按聚类过程把不同的分类罗列出来，形成一个由小到大的分类系统

• 可以用一张图来表示整个聚类过程

• 聚类图或谱系图，可以直观地表示出个体之间的亲疏关系
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聚类分析的研究内容

聚类分析的基本方法

◼ 聚合法：

• 聚类开始时每个个体自成一类，然后将距离最近的类进行合并，使类的数目
减少一个；

• 然后再将距离最近的类进行合并，使类的数目又减少一个；

• 如此做下去直至所有的个体都聚合成一类为止

• 例如：系统聚类法

◼ 分裂法：

• 与聚合法相反，开始时将全部个体看成一类；

• 然后依据某种准则将其进行逐步分裂，直至分裂成所需要的分类数为止

◼ 模糊聚类法：

• 把模糊数学理论应用于聚类分析
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距离与相似系数

 样本之间的距离：

◼ 表征第𝑖组样本与第𝑗组样本之间的亲疏程度，也称为非类似度，记作𝑑𝑖𝑗。

 对于p个变量的n组样本数据（𝑋1𝑖 , 𝑋2𝑖 , ⋯ , 𝑋𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 2,⋯ , 𝑛）距离有多种定义

方法：

◼ 闵可夫斯基距离（Minkowski distance）

◼ 满足：非负性𝑑𝑖𝑗 ≥ 0；同一性𝑑𝑖𝑗 = 0，当且仅当𝐗𝐢 = 𝐗𝐣；对称性𝑑𝑖𝑗 = 𝑑𝑗𝑖；直递

性𝑑𝑖𝑗 ≤ 𝑑𝑖𝑘 + 𝑑𝑘𝑗
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距离与相似系数

 样本之间的距离：

◼ 表征第𝑖组样本与第𝑗组样本之间的亲疏程度，也称为非类似度，记作𝑑𝑖𝑗。

 对于p个变量的n组样本数据（𝑋1𝑖 , 𝑋2𝑖 , ⋯ , 𝑋𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 2,⋯ , 𝑛）距离有多种定义

方法：

◼ 闵可夫斯基距离中𝑔 = 1，绝对值距离（曼哈顿距离）

◼ 闵可夫斯基距离中𝑔 = 2，欧式距离

◼ 标准化欧式距离

◼ 切比雪夫距离
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距离与相似系数

相似系数：

◼ 表征变量之间的亲疏程度，也称为类似度

◼ 利用相关系数

◼ 利用夹角余弦
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系统聚类法

系统聚类法：

◼ 使用最多的聚类分析方法， hierarchical cluster analysis

基本操作步骤：

◼ 首先各样本自成一类，对于𝑛组样本，就相当于有𝑛类；

◼ 计算各类间的距离，将其中最近的两类进行合并；

◼ 计算新类与其余各类的距离，再将距离最近的两类合并；

◼ 重复以上步骤，直到所有的样本都聚为一大类时为止。

系统聚类过程中，必须要计算：

◼ 类与类之间的距离𝐷𝑝𝑞

◼ 根据𝐷𝑝𝑞的定义不同，系统聚类法有多种类型

11



系统聚类法

最短距离法（nearest neighbor method）

◼ 将两个类中最近样本的距离定义为两个类之间的距离

◼ 𝐷𝐾𝐿 = min
𝑖∈𝐺𝑘,𝑗∈𝐺𝐿

𝑑𝑖𝑗

◼ 递推公式

◼ 𝐷𝑀𝐽 = min 𝐷𝐾𝐽, 𝐷𝐿𝐽

◼ 最短距离法不适合对分离得很差的群体进行聚类。
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系统聚类法

最长距离法（furthest neighbor method）

◼ 将两个类中最远样本之间的距离定义为两个类之间的距离

◼ 𝐷𝐾𝐿 = max
𝑖∈𝐺𝑘,𝑗∈𝐺𝐿

𝑑𝑖𝑗

◼ 递推公式

◼ 𝐷𝑀𝐽 = max 𝐷𝐾𝐽, 𝐷𝐿𝐽

◼ 最长距离法容易被异常值严重地扭曲
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系统聚类法

类平均法（group average method）

◼ 将两个类中样本之间的平均距离定义为两个类之间的距离

◼ 𝐷𝐾𝐿 =
1

𝑛𝐾𝑛𝐿
σ𝑖∈𝐺𝑘,𝑗∈𝐺𝐿

𝑑𝑖𝑗

◼ 类平均法较好地利用了所有样品之间的信息，在很多情况下它被认为是

一种比较好的系统聚类法。
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系统聚类法

重心法（centroid method）

◼ 将两个类的重心之间的距离定义为两个类之间的距离

◼ 设类𝐺𝐾和𝐺𝐿的重心（均值）分别为 ҧ𝑥𝐾和 ҧ𝑥𝐿 ，则𝐺𝐾和𝐺𝐿的平方距离定义为

◼ 𝐷𝐾𝐿
2 = 𝑑 ҧ𝑥𝐾 ҧ𝑥𝐿

2 = ҧ𝑥𝐾 − ҧ𝑥𝐿 ′ ҧ𝑥𝐾 − ҧ𝑥𝐿

◼ 与其他系统聚类法相比，重心法在处理异常值方面更稳健，但是在别的

方面一般不如类平均法或离差平方和法的效果好。
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系统聚类法

离差平方和法（Ward方法）

◼ 𝐺𝐾和𝐺𝐿的平方距离定义为

◼ 𝐷𝐾𝐿
2 =

𝑛𝐾𝑛𝐿

𝑛𝐾+𝑛𝐿
ҧ𝑥𝐾 − ҧ𝑥𝐿 ′ ҧ𝑥𝐾 − ҧ𝑥𝐿

◼ 离差平方和法使得两个大的类倾向于有较大的距离，因而不易合并；相

反，两个小的类却因倾向于有较小的距离而易于合并。这往往符合我们

对聚类的实际要求。

◼ 离差平方和法在许多场合下被认为是一种比较好的系统聚类法，但该方

法对异常值很敏感。

16



最短距离法

 准备工作：

◼ 规定样本之间的距离计算方法

◼ 用𝐺1，𝐺2 ， …，表示类，用𝐷𝑝𝑞表示类𝐺𝑝和𝐺𝑞之间的距离

 （1）计算各样本两两距离的对称矩阵，记为𝐷 0

◼ 开始视每个样本分别为一类，这时显然应有𝐷𝑝𝑞 = 𝑑𝑝𝑞

 （2）选择距离矩阵𝐷 0 中的最小元素

◼ 不失一般性设为𝐷𝑝𝑞 ，将𝐺𝑝和𝐺𝑞合并成一个新类𝐺𝑟 ， 𝐺𝑟 = 𝐺𝑝, 𝐺𝑞

 （3）计算新类𝐺𝑟与其它各类的距离：

◼ 𝐷𝑟𝑘 = min 𝑑𝑖𝑗 = min min 𝑑𝑖𝑗 , min 𝑑𝑖𝑗 = min 𝐷𝑝𝑘 , 𝐷𝑞𝑘
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最短距离法

（4）获得新的距离矩阵

◼ 将距离阵𝐷 0 的第𝑝， 𝑞行及第𝑝， 𝑞列删去，再将𝐷𝑟𝑘放到第𝑝行和第𝑝列

上，得到的矩阵记为𝐷 1

（5）重复过程

◼ 对𝐷 1 重复以上步骤，直到所有样本成为一类为止

在整个聚类的过程中，如果在某一步最小元素不止一个，可以

将其同时合并
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k均值算法

定义：

◼ 根据各类中样本的均值进行聚类划分的一种聚类分析算法

输入：

◼ 聚类个数k， n个样本数据。

输出：

◼ k个聚类，并满足：

◼ 同一聚类中的对象相似度较高；

◼ 不同聚类中的对象相似度较小；

◼ 利用各聚类中样本均值所获得的“类中心”来计算聚类相似度。
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k均值算法

处理流程：

◼ 1. 从n个样本中任意选择k个样本作为初始聚类中心（种子、初始类中

心）；

◼ 2. 根据每个聚类中样本的各变量均值（迭代类中心），计算每个样本与

这些类中心的距离；并根据各样本到类中心的最小距离重新对相应样本

进行划分；

◼ 3. 重新计算每个聚类的均值（新的类中心）。

◼ 4. 循环 2和 3，直到每个聚类不再发生变化为止，或者达到终止迭代的判

据要求为止；
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k均值算法

处理流程示例：（21个样本，聚成3类）
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k均值算法

举例： 8个湖泊， 5个水质变量，将8个湖泊聚成3类（k＝3）
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k均值算法

初始类中心：

◼ 说明：

◼ （1）湖泊4、湖泊7、湖泊3被系统选作初始类中心。

◼ （2）系统随机选取“种子”，也可以由用户事先指定。
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k均值算法

聚类结果：

◼ 说明：

◼ （1）聚成3类。

◼ （2）第一类：湖泊4、 8

◼ （3）第二类：湖泊7

◼ （4）第三类：湖泊1、 2、 3、 5、 6

◼ （5）每个样本到所属类中心的距离

◼ Distance(7)=0.000；Distance(4)=Distance(8)=3.885
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k均值算法

最终类中心：

◼ 说明：

◼ （1）类中心是各类中所包

含样本的均值。

◼ （2）第1类TN：

◼ （3）第3类TP：
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k均值算法

各类之间的距离：

◼ 说明：

◼ （1）各类之间的距离就是类中心之间的距离。

◼ （2）采用的是欧氏距离。
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k均值算法

迭代过程：

◼ 说明：

◼ （1）共迭代两次就完成了聚类。

◼ （2）在第一次迭代中，第一、三类中心移动了一定的距离（例如，第一

类中心由初始设定的湖泊4变成了湖泊4和湖泊8的均值）。

◼ （ 3）第二个类中心始终没有变过（即湖泊7的值一直是第二类的均值）。
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模糊聚类法

模糊聚类法的产生：

◼ 将模糊数学理论应用于聚类分析

模糊聚类分析的基本过程：

◼ （1）计算样本或变量间的相似系数，建立模糊相似矩阵；

◼ （2）利用模糊运算对相似矩阵进行一系列的合成改造，生成模糊等价矩

阵；

◼ （3）最后根据不同的截取水平𝜆对模糊等价矩阵进行截取分类
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模糊聚类法

设某环境系统有𝑛个样本，每个样本用𝑝个变量来表征，构成原
始数据矩阵𝐗 = 𝑥𝑖𝑗 𝑛×𝑝

。以样本分类为例，介绍模糊聚类分析

的步骤：

◼ 建立模糊相似矩阵𝐑 = 𝑆𝑖𝑗 𝑛×𝑛
，其中𝑆𝑖𝑗为相似系数，其定义可以有多

种形式：

◼ 夹角余弦：

◼ 由相关系数转化而来：

◼ 由距离转化而来：
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模糊聚类法

模糊聚类分析的步骤：

◼ （2）创建模糊等价矩阵𝐑∗

◼ 设𝐑为一个n阶模糊相似矩阵，对𝐑进行模糊复合运算（模糊矩阵积），

记为𝐑 ∘ 𝐑 = 𝐑𝟐

◼ 利用模糊矩阵积运算，依次计算𝐑𝟐 ∘ 𝐑𝟐 = 𝐑𝟒， 𝐑𝟒 ∘ 𝐑𝟒 = 𝐑𝟖 ，

◼ 直到第k步使得𝐑𝟐𝒌 ∘ 𝐑𝟐𝒌 = 𝐑𝟒𝒌 = 𝐑𝟐𝒌 = 𝐑∗ = 𝑠𝑖𝑗
∗

𝑛×𝑛
为止，则𝐑∗就是模

糊等价矩阵

◼ 模糊矩阵积运算法则为：

◼ ∨为并运算， ∧为交运算，分别取较大者和较小者
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模糊聚类法

模糊聚类分析的步骤：

◼ （3）选取截取水平𝜆 (0 < 𝜆 < 1)，对样本进行模糊聚类

◼ 依次由大到小选取一系列的𝜆 (0 < 𝜆 < 1)，对矩阵𝐑∗进行截取，得到截

取矩阵： 𝐑𝝀
∗ = 𝑟𝑖𝑗 𝑛×𝑛

◼ 截取原则为：

◼ 将𝐑𝝀
∗中相同行所对应的样本归为一类，并由此画出聚类图

• 𝜆越大，分组越多；𝜆越小，分组越少
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模糊聚类法

举例：下表为某地区6个采样点的SO2、 NOx、 TSP（mg/m3）

的平均监测值，试对这6个采样点进行模糊聚类。（提示：可以

将欧氏距离作为样本之间的距离）
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模糊聚类法

解：（1）计算6个采样点两两之间的欧氏距离矩阵D

（2）计算相似系数，得到模糊相似矩阵R
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模糊聚类法

（3）根据模糊复合运算法则，创建模糊等价矩阵𝐑∗
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模糊聚类法

（4）进行模糊等价聚类

◼ 分别取𝜆 =0.929， 0.838， 0.795， 0.781， 0.602， 𝐑∗中元素大于或等

于𝜆者改为1，否则为0，得到不同的𝜆截取矩阵。

◼ 从𝑅0.929
∗ 知，在𝜆 = 0.929水平上，样本分为5类： {1#}， {2#， 5#}，

{3#}， {4#}， {6#}；

◼ 从𝑅0.838
∗ 知，在𝜆 = 0.838水平上，样本分为4类： {1#， 6#}， {2#， 5#}，

{3#}， {4#}；
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𝑅0.929
∗ =

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

𝑅0.838
∗ =

1 0 0 0 0 1
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
1 0 0 0 0 1



模糊聚类法

（4）进行模糊等价聚类

◼ 分别取𝜆 =0.929， 0.838， 0.795， 0.781， 0.602， 𝐑∗中元素大于或等

于𝜆者改为1，否则为0，得到不同的𝜆截取矩阵。

◼ 从𝑅0.795
∗ 知，在 𝜆 = 0.795水平上，样本分为3类： {1#， 4#， 6#}， {2#，

5#}， {3#}；

◼ 从𝑅0.781
∗ 知，在𝜆 = 0.781水平上，样本分为2类： {1#， 4#， 6#， 2#，

5#}， {3#}；

◼ 从𝑅0.602
∗ 知，在𝜆 = 0.602水平上，所有样本聚为一类。
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𝑅0.795
∗ =

1 0 0 1 0 1
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0
1 0 0 1 0 1
0 1 0 0 1 0
1 0 0 1 0 1

𝑅0.781
∗ =

1 1 0 1 1 1
1 1 0 1 1 1
0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 1 1
1 1 0 1 1 1
1 1 0 1 1 1

𝑅0.602
∗ =

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1



谢谢！


