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回顾-Euler法
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研究一阶常微分方程的初值问题的数值解
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回顾-Euler法的几何意义
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欧拉法的几何意义：用一条折线近似代替积分曲线



Euler法的误差估计
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Euler法的误差估计
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Euler法的误差估计
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2、 整体截断误差
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Euler法的误差估计

8

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
nnn

nnnnnn

nnnnnnnn

ehLyxyhLLipschitz

yxfxyxfhyxy

yxhfyxyxhfxyyy

)1(1  

,,                 

,,~ 11

+=−+

−+−

−−+=− ++

条件由

( )


=

−+

++

+









++++

++

n

k

k

nn

nnn

hLM
h

ehLM
h

hLM
h

e

ehLRe

0

2

1

22

1

11

)1(
2

)1(
2

)1(
2

  n   1     

反复递推得

成立。对一切



Euler法的误差估计
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不同形式的欧拉法
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向后Euler法
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梯形法
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利用数值积分将微分方程离散化得梯形公式:
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改进的Euler法
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实际计算中只迭代一次，这样建立的预测—校正系统称作改进的欧拉
公式。



改进的Euler法---典型例题
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Euler 法—程序设计
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精确解



向后Euler 法—程序设计
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迭代求解直到收敛满足

按照步长逐步计算

精确解



Euler 梯形法—程序设计
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迭代求解直到收敛满足

按照步长逐步计算



改进的Euler法---程序设计
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xy 21: +=解的表达式



改进的Euler法—程序设计
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Euler近似解精确解

0         1.
0.1       1.1
0.2       1.19182
0.3       1.27744
0.4       1.35821
0.5       1.43513
0.6       1.50897

y[0] -> 1
y[0.1] -> 1.09545
y[0.2] -> 1.18322
y[0.3] -> 1.26491
y[0.4] -> 1.34164
y[0.5] -> 1.41421
y[0.6] -> 1.48324

0         1.
0.1       1.09774
0.2       1.18757
0.3       1.27129
0.4       1.35013
0.5       1.42499
0.6       1.49657

改进Euler近似解

结果比较
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四种Euler法的对比

Euler法 向后Euler法

梯形法 改进Euler法

精确解

精确解



21

四种Euler法的对比---数值积分角度

Euler法的数值积分
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四种Euler法的对比---数值积分角度

向后Euler法的数值积分
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四种Euler法的对比---数值积分角度

梯形Euler法的数值积分
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四种Euler法的对比---数值积分角度

Euler法的数值积分

由Euler公式预测得



各种Euler法的对比

25

➢向前欧拉法：以当前点的值为初值，当前点的导数为导数，计算下一个步长
的点的值

➢向后欧拉法：以当前点的值为初值，当下一个步长的点的导数为导数，计算
下一个步长的点的值，但需要用最新的下一个点的值来计算导数，不断迭代直
到收敛

➢梯形方法：以当前点的值为初值，当前点的导数和下一个步长的点的导数平均
数为导数，计算下一个步长的点的值，但需要用最新的下一个点的值来计算导
数，不断迭代直到收敛

➢改进欧拉法：以当前点的值为初值，当前点的导数和下一个步长的点的导数
平均数为导数，计算下一个步长的点的值，不需要进行迭代计算，只用计算一
步即可
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四种Euler法的对比

计算方法 计算量 计算精度 稳定性

显示欧拉法（向前） 小 低 差

隐式欧拉法（向后） 大 中 差

梯形欧拉法 大 高 好

改进欧拉法 中 高 好



龙格-库塔法
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回顾
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理论上讲上式阶数越高,精确度越高,但是计算量过大。
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改进欧拉法

对许多实际问题来说，欧拉公式与改进欧拉公式精度还不能满足要求，为此

从另一个角度来分析这两个公式的特点，从而探索一条构造高精度方法的途径.



回顾
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共同的特点是:

1),( +nyyxf 合来计算在某点上的值的线性组用

基本想法:

的偏导数避免计算函数 ),()1( yxf

提高方法的精确度)2(
1 1
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以上两组公式都使用函数 在某些点上的

值的线性组合来计算 的近似值 。

Euler公式：每步计算一次 的值，为一阶方法。

改进Euler公式：需计算两次 的值，二阶方法。

于是可考虑用函数 在若干点上的函数值的

线性组合来构造近似公式，构造是要求近似公式在

处的 展开式与解 在 处的 or展开

式的前面几项重合，从而使近似公式达到所需要的阶

数。即避免求偏导，又提高了方法的精度，此为RK方

法的基本思想。



龙格-库塔法的构建原理
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初值问题的单步法可用一般形式表示为

),,,( 11 hyyxhyy nnnnn ++ += 

其中多元函数与f(x, y )有关，当含有yn+1时，方法是隐式的，若不含

yn+1则为显式方法，所以显式单步法可表示为

(x, y, h)称为增量函数，例如对欧拉法有

),,(1 hyxhyy nnnn +=+

.),(),,( yxfhyx nn =

它的局部截断误差已给出,  对一般显式单步法则可如下定义.



龙格-库塔法的构建原理
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定义：设y (x)是初值问题的准确解，若存在最大整数p使显式单步法

的局部截断误差满足
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则称方法具有p阶精度.

上节给出了显式单步法的表达式其局部截断误差为O(hp+1)，对欧拉

法Rn+1=O(h2)，即方法为p=1阶，若用改进欧拉法，它可表为
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龙格-库塔法的构建原理
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它比欧拉法的(xn, yn, h)=f(xn, yn),  增加了计算一个右函数f 的值，有

望 p=2.若要使得到的公式阶数p更大,   就必须包含更多的f 值. 实际上根

据
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若要使公式阶数提高，就必须使右端积分的数值求积公式精度提高，

它必然要增加求积节点，为此可将的右端用求积公式表示为

牛顿-柯特斯公式



龙格-库塔法的构建原理
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一般说来，点数r 越多，精度越高，上式右端相当于增量函数(xn, 

yn, h)，为得到便于计算的显式方法，可类似于改进欧拉法，将公式表

示为
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这里ci, λi, μij均为常数. 上式称为r级显式龙格-库塔(Runge-Kutta)法,  简

称R-K方法.



龙格-库塔法的构建
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当r=1, (xn, yn, h)=f(xn, yn)时，就是欧拉法，此时方法的阶为p=1.  当r=2时，

改进欧拉法是其中一种，下面将证明其阶p=2. 要使公式具有更高的阶p，就要增加

点数r.   下面就r=2推导R-K方法.  并给出 r=3,4 时的常用公式，其推导方法与r=2时

类似，只是计算较复杂.



龙格-库塔法的构造
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二阶显式R-K方法
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其中 c1, c2, λ2, μ21 均为待定常数，希望适当选取这些系数，使公式阶数

p 尽量高. 根据局部截断误差定义，推导出局部截断误差为
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这里yn=y(xn), yn+1=y(xn+1).  为得到Rn+1的阶p，要将上式各项在(xn, yn)处做泰

勒展开。



龙格-库塔法的构造
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龙格-库塔法的构造

37

2

2221 ),()
2

1
()1( hyxfchfcc nnxn

−+−−= 

).(),()
2

1
(

32

212 hOhfyxfc nnny +−+ 

)],(),([)()( 2122111 nnnnnnnn hfyhxfcyxfchxyxyR  +++−−= ++

)()]([

)(][
2

3

21221

3
2

hOhffhffcfch

hOfff
h

hf

nyxnn

nyxn

++++−

+++=



要使公式具有p=2阶，必须使

.0
2

1
,0

2

1
,01 2122221 =−=−=−−  cccc

.1,
2

1
,

2

1
2121222 =+== cccc 即

显然，解不唯一. 



龙格-库塔法的构造
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若令c2=a≠0，则得

这样得到的公式称为二阶R-K方法.

由此可以看出在改进的欧拉公式中相当于取(xn,yn),  (xn+1,yn+1)两点处

斜率的平均值，近似代替平均斜率，其精度比欧拉公式提高了.
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如取a=1/2，则c1= c2=1/2, λ2=μ21=1. 这就是改进的欧拉公式



龙格-库塔法的构造
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称为中点公式(变形的欧拉公式)，相当于数值积分的中矩形公式.也可以

表示为
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如取a=1，则c1=0, c2=1, λ2=μ21=1/2. 得计算公式
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常用公式，时的可以给出依次推导，就 KRr −= 4,3
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称为三阶R-K方法.

四阶经典R-K公式
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四阶R-K方法的每一

步需要计算四次函数

值f，可以证明其局

部截断误差为O(h5).
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龙格-库塔法的几何意义
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例 1
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精确解

y[0] -> 1

y[0.1] -> 1.09545

y[0.2] -> 1.18322

y[0.3] -> 1.26491

y[0.4] -> 1.34164

y[0.5] -> 1.41421

y[0.6] -> 1.48324

0         1.

0.1       1.09774

0.2       1.18757

0.3       1.27129

0.4       1.35013

0.5       1.42499

0.6       1.49657

改进Euler近似解

0         1.

0.1       1.09544

0.2       1.18322

0.3       1.26491

0.4       1.34165

0.5       1.41422

0.6       1.48326

3阶R-K近似解

结果比较



总结
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➢改进欧拉法使用一次迭代和梯形计算公式，可以实现比欧拉法更高

的计算精度和稳定性。

➢龙格-库塔法为单步法高精度计算提供了解决方案，其中三阶和四阶

公式为常用的求解常微分方程的解法。
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