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引言-线性方程组的求解
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➢ 消元过程转化为上三角矩
阵

➢ 回代过程进行求解

➢ 消元目标同高斯消元法
➢ 包括列主元素法和全主元素法
➢ 可以避免出现绝对值很小的主

元素作为除数出现的计算结果
不可靠的问题

➢ 最常用的方法

➢ 计算过程：从外到内，先算行，后算列
（列需要做除法）
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对称正定矩阵分解定理

假设线性方程组:         

bAx =

其系数矩阵A对称正定，则A的各阶顺序主子式和全部
特征值均大于零。

（对称正定矩阵的LU分解形式更加简单，平方根法就是针
对正定矩阵的LU分解法）

为对角阵。为单位下三角阵，其中

可惟一分解为：则主子式不为零，

的所有顺序为对称矩阵，设推论：

DL

LDLA

A

AA

T=

  

比较

T
LLACholesky =）：平方根法（

T
DLLA 11=改进平方根法：

优点：1)不必选主元

2)算法稳定

A

TLLA =

定理 设

非奇异下三角阵L,使得

且 L 的对角元素皆为正数。

是对称正定矩阵，则存在惟一的
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平方根法

Cholesky 分解，可以进一步递
归求解
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平方根法

直至矩阵规模变为 1 X 1

1次开方，n-1次乘除法

乘除法次数
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平方根法分解

练习
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平方根法分解

练习

平方根法使用开方运算，有可
能损失精度和增加运算量，常
使用改进的平方根法

[9]=[3]ⅹ[3]

故：
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平方根法求解线性方程组

bAx =
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平方根法分解

例题

系数矩阵为对称正定矩阵

连续求解
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改进的平方根法
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这一方法称为改进的平方根法。

求解 yDxLbLy T 1, −== 计算公式为
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n在平方根法中，需进行 次开方运算，

TLDLA = 分解。

为了避免这一点，在更多情况下是将A作



典型例题
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用改进的平方根法解方程组









=+

=+

=++

1514

752

42

31

21

321

xx

xx

xxx

为对称正定阵系数矩阵
















=

1401

052

121

A

92211143 =−−−−= )()(d

由公式得：

1111241 =−−=x

111 321 === xxx ,,方程组的解为

,,, 121 31211 === uud

122512 23121 =−=== dll ,,

22210 3232 −=−=−= lu ,

14274 21 −=−== yy ,

,)()( 91241153 =−−−−=y

11211 23 =−−−== )(, xx

例5.4

求解 yDxLbLy T 1, −== 计算公式为

              
)1,,1( 

  /

1








−=−=

=


+=

n

kj

jjk

k

k
k

nnn

nkxl
d

y
x

dyx











=−=

=


−

=

1

1

11

),,2(       

 

k

j

jkjkk nkylby

by



nkki

dldlal

dlad

k

k

m

kmmimikik

k

m

mkmkkk

,,, 21

1

1

1

1

2

++=





















−=

−=





−

=

−

=



追赶法

16



17

引例---有限差分法

材料学模拟 光学模拟 力学模拟

非线性方程转换成含有三对角矩阵的线性方程组求解



三对角矩阵
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分解定理
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Add Your Title分解定理

设矩阵A满足下列条件：
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“追赶”过程
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这种把三对角方程组的解用递

推公式表示出来的方法，被形象化
地叫做追赶法。



典型例题
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追赶法的典型例题

➔

分解下列矩阵
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总结

解对称正定方程组的Cholesky方法稳定，使用较广泛，但存在平方

根开方的计算精度问题。故推荐采用改进的平方根法求解。

线性方程组系数矩阵是三对角阵，可用追赶法求解。



线性方程组的迭代法

25
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迭代法的基本思想

求解方程 3x−ex = 0

方程变形： x = ex/3                         

序号 0 1 2 3 4 5 6 

左边 0 0.333 0.465 0.531 0.567 0.588 0.599 

右边 0.333 0.465 0.531 0.567 0.588 0.599 0.607 

序号 7 8 9 10 …   

左边 0.607 0.612 0.615 0.616 …   

右边 0.612 0.615 0.616 0.617 …   

 

 

方程3x−ex=0的迭代求解表： x = ex/3

0 0.5 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.616

y=x

y =ex/3

迭代过程如图所示：
引例1
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迭代法的基本思想
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x
xx
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xxxx

xxxx







++=

++=

−−=

1(x)的迭代是失败的(迭代不收敛).

精确解：x=1.8393

计算结果:

序号 序号
1 1.4422 3.0000 8 1.8175 1.8136

2 1.6537 1.4444 9 1.8385 1.8554

3 1.7532 2.1716 10 1.8389 1.8294

4 1.7995 1.6725 11 1.8391 1.8454

5 1.8209 1.9554 12 1.8392 1.8355

6 1.8308 1.7730 13 1.8392 1.8416

7 1.8354 1.8822

2 ( )xj
3( )xj 2 ( )xj 3( )xj

引例2

第一步 构造迭代函数：

用迭代方法解 x3 -x2 -x-1 = 0。

对于给定的方程 f(x) = 0, 有多种方式将它改写成等价
的形式 x = j (x)。但重要的是如何改写使得序列收敛？
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迭代法的基本思想

.123
* T

x ），，（方程组的精确解是 =
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求解方程组
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迭代法的基本思想
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或写为 ，fBxx +=

.
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现将原方程改写为

其中
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迭代法的基本思想
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迭代法的基本思想
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将这些值代入(2)式右边，得到新的

值
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得到向量序列和一般的迭代公式
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反复利用这个程序，

）式右边得到分量代入（再将 ,
)()( 21 2 xx
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迭代法的基本思想


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其中k表示迭代次数（k=0,1,2, …）.
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迭代到第10次有

.
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迭代法的基本思想

呢？逐步逼近方程组的解

是否一定序列，由迭代法产生的向量等价方程组

变形得到的由对于任何一个方程组

x

x

bAxfBxx

k )(
)

( =+=
思 考

请考虑用迭代法解下述方程组：





+=

+=

.53

,52

12

21

xx

xx

并不是所有的 x(k)

都收敛到解 x*！
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迭代法的相关概念

....
)()( 01  kkk

BB === −）（

xx
kk −= )(）（为此引进误差向量 

fBxx
kk += − )1()(

fBxx +=

 
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:
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→→

=
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B

x

k

k

k

k

零矩阵

满足什么条件时有亦即要研究

在什么条件下有就要研究

的收敛性由此可见：考察

0

0

.

)(,),(lim
)(

否则称为迭代法发散

就是方程组的解显然称为迭代法收敛记为存在如果 xxx
k

k →
定义3.1
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收敛定理
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j
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相关概念

｝｛的谱定义为：

的谱半径定义为：阶方阵的特征值，为设

n

i
ni

i

A

A

Anni







,...,,

}{max)(

),...2,1(

21

1 
=

=

常用结论： kk
AA )]([)(  = xxAxAx

kk  ==

AA )(

iiiiiiii uAAuuuuA ==  ,及特征向量的对事实上：

Ai   AA i
ni

i =



1
max)(的任意性：由

2)( AAA =对称时，当

定义3.2
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收敛条件

( )

( ) 1

:0lim,
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是（零矩阵）的充要条件则设

证明：（必要性）
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定 理
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收敛条件
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（充分性）





+ )(.

,
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nA

使得：存在一种矩阵的范数

阶方阵，则对任意的为设引用：

，使得必存在一种范数则对若 .,1
2

)(1
,1)( 

−
=

A
A



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收敛条件

,fBxx +=设有方程组 .
)()1(

fBxx
kk +=+及一阶定常迭代法

.1)

:,
)0(

B

x

（

是迭代法收敛的充要条件对任意选取初始向量



证明：
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lim  0lim =
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0...
)0()1()( →===−= −  kkkk
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k
B 1)( B
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)0()0(

xx −=

)(迭代法基本定理定 理
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基本迭代法

?的各种迭代法呢如何建立解 bAx =

.)(

,

为非奇异矩阵其中，

设有

nn

ij RaA

bAx

=

=

.

,

为分裂矩阵的某种近似，称求解，一般选择为

容易，且使为可选择的非奇异矩阵其中，

MA

dMxM

NMA

=

−=
分裂为将A
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基本迭代法

.的各种迭代法就得到解 bAx =

，即求解转化为求解于是，求解 bNxMxbAx +==

.
11
bMNxMxbAx

−− +== 求解

可构造一阶常迭代法


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),...,,2,1,0(
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)()1(

)0(

kfBxx

x
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，初始向量

.,)(
1111
bMfAMIAMMNMB

−−−− =−=−==其中

阵，选取为迭代法的迭代矩阵，称 MAMIB
1−−=



42

例题

bAx =
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求解方程组 ，其中

即

方程组的精确解为
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依次从三个方程中分别分离出 ，把方程组等价变形为

建立迭代公式

例6.1
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例题
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求解方程组

方程组的精确解为










++=

++=

++=

+

+

+

15)13(

10)8(

9)7(

)(

2

)(

1

)1(

3

)(

3

)(

1

)1(

2

)(

3

)(

2

)1(

1

kkk

kkk

kkk

xxx

xxx

xxx

迭代公式

例6.1

T
x )0,0,0(

)0( =

 )(k
x

Tkkkk
xxxx ),,(

)(

3

)(

2

)(

1

)( =

取初始向量 ,用迭代公式反复

迭代得向量序列 ，其中

计算结果见下表

)(

3

)(

2

)(

1                         
kkk

xxxk

1          0.777778       0.8                 0.866667

2          0.962963       0.964444       0.971852

3          0.992922       0.993481       0.995160

4          0.998738       0.998808       0.999094

5          0.999767       0.999783       0.999836

6          0.999958       0.99996        0.99997

7          0.999992       0.999993       0.999995

8          0.999999       0.999999       0.999999
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小结

迭代法的使用特点：

储存空间小，程序简单，求解大型方程组更有优越性。

使用迭代法必须考虑其收敛性。
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