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期末考试

➢考试时间：2024年1月5号 下午2:30-4:30 （地点：教学楼E201）

➢考试范围：数值计算第一章到第七章

➢考试形式：7道计算题

➢考试要求：

➢半开形式，带一张A4纸，手写公式，考试结束后会随试卷和答题纸统一

上交

➢可以带计算器

➢严禁考试作弊，遵守考试纪律



第五章 非线性方程的数值解法

3



非线性方程的数值解法
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的求根问题

线性方程本章主要讨论单变量非
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的求根问题



非线性方程的数值解法
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二分法

不动点迭代法

牛顿迭代法

简化的牛顿迭代法

牛顿重根法

牛顿下山法
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)(1 kk xx =+
𝜑′ 𝑥 < 1

收敛条件及问题

𝒙𝒌 =
𝒂𝒌 + 𝒃𝒌

𝟐

➢ 需要反复计算导数，程序易中断
➢ 对初值的选择依赖性较大

➢ 只需要一次导数计算

➢ 可以放宽初值的选值范围，
确保函数单调下降

➢ 针对重根计算收敛速度最快

➢ 收敛速度慢
➢ 不适用于重根计算

➢ 迭代函数的选择影响较大

变切线斜率

切线斜率不变



非线性方程的数值解法—二分法
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(1)令𝒂𝟏 = 𝒂, 𝒃𝟏 = 𝒃, 计算中点𝒇 𝒙𝟏 =
𝒂𝟏+𝒃𝟏

𝟐
，判断𝒇(𝒙𝟏)与

𝒇 𝒂𝟏 𝒇(𝒃𝟏)的正负值情况，产生长度缩小一半的区间
[𝒂𝟐, 𝒃𝟐]，且区间长度

𝒃𝟐 − 𝒂𝟐 =
𝒃𝟏 − 𝒂𝟏

𝟐
(2) 重复上述过程，完成第k-1步分半计算得到含根区间
[𝒂𝒌, 𝒃𝒌]，且区间长度

𝒃𝒌 − 𝒂𝒌 =
𝒃𝒌−𝟏 − 𝒂𝒌−𝟏

𝟐
=
𝒃𝟏 − 𝒂𝟏
𝟐𝒌−𝟏

(3)第k步计算，

𝒙𝒌 =
𝒂𝒌 + 𝒃𝒌

𝟐
且有，

𝒙∗ − 𝒙𝒌 ≤
𝒃𝒌 − 𝒂𝒌

𝟐
=
𝒃𝟏 − 𝒂𝟏
𝟐𝒌



非线性方程的数值解法—二分法
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例 2  
.2,

5.1101)(
3

位要求准确到小数后第内的一个实根

，在区间求方程 =−−= xxxf

0)(,0)(,5.1,0.1 == bfafba

，将区间二等分，取中点 25.10 =x

,5.1,25.1,0)( 1010 ==== bbxaxf 令

],[ 11 ba得新的有根区间

如此二分下去即可。现估计二分次数

64.5005.0
* − nxx n

所以二分7次可达到要求。

6.64

2 1

12 2
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非线性方程的数值解法—不动点迭代法
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构造不动点方程，以求得近似根。
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当给定初值x0 后, 由迭代格式可求得数列{xk}。此数列可能收敛，也可能不收敛。如果{xk}收敛于x*，则它

就是方程的根。因为：

即由方程f(x)=0变换为其等价形式x=(x), 然后建立迭代格式，

可作为方程根的近似值充分大时，故 kxk

为了保证迭代过程收敛，要求迭代函数的导数满足条件（压缩映像定理）: 𝝋′ 𝒙 < 𝟏



非线性方程的数值解法—不动点迭代法
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例 2 .303
*2 ==− xx 的根用不同方法求方程

此迭代法发散

此迭代法发散

此迭代法收敛



非线性方程的数值解法—牛顿迭代法
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取x0作为初始近似值，将 f(x)在x0做Taylor展开:
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作为第一次近似值

基本思路：将非线性方程 f (x)=0 线性化。
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Newton

迭代公式

➢ 收敛速度快的优点，但是存在需要反复计算导数、对初值
的选择依赖性较大的问题



非线性方程的数值解法—牛顿迭代法
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非线性方程的数值解法—简化的牛顿迭代法
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非线性方程的数值解法—牛顿重根法
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改为：重根，牛顿迭代公式修的为如果 k)(0 xfx
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若三种方法都收敛，则一般重根法收敛最快，牛顿法次之，简化迭
代法最慢。



非线性方程的数值解法—牛顿下山法
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收敛速度前提下，用牛顿法加快保证函数值稳定下降的

起来使用，即在下山法将牛顿法与下山法结合

直到满足:

)()( 1 kk xfxf +

优点：确保函数单调下降，放宽了初值的选取范围



第六章 线性方程组的解法
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线性方程组

16

线性方程组的一般形式：
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线性方程组的解法
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AX=b

直接法

迭代法

Gauss

消去法
LU分解法

追赶法

平方根法

主元素
消去法

Jacobi迭代法

Gauss-Seidel迭代法

SOR迭代法



线性方程组的直接解法
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线性方程组的解法---直接解法---Gauss 消元法
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三角形方程组一般方程组 消元法⎯⎯→⎯
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线性方程组的解法---直接解法---Gauss 消元法
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第1步消元算法归纳： 若 01
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a

方程右边

逐步消元，直到形成上三角矩阵形式



线性方程组的解法---直接解法---Gauss 消元法
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线性方程组的解法---直接解法---Gauss 消元法
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1 2 3
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2 3 4 9
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11
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例题 用高斯消元法求解方程组

（第i个方程） （第1个方程）1i
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线性方程组的解法---直接解法---Gauss 消元法
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1 2 3

1 2 3
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2 3 4 9

3 2 6

x x x

x x x

x x x
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
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例题 用高斯消元法求解方程组

1 2 3

2 3

3

2 3 6

2 3

3 3

x x x

x x

x

+ + =


− − = −
 − = −

(1) (1)

32 32 22
/ 1 / 1 1m a a= = − = −(1)

22
1 0,a = − 

3
3 / 3 1x = − − =

1 2 3
6 2 3 6 2 1 3 1 1x x x= − − = −  −  =

2 3
( 3 2 ) ( 3 2 1) 1x x= − − + = − − +  =

1 2 3
1, 1, 1x x x= = =

回代得

故方程组的解为

第二次消元



线性方程组的解法---直接解法---主元素消元法
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用高斯消去法求解线性方程组时,应避免小的主元.在实际计算中,进行第k步消去

前,应该在第k列元素 中找出绝大值最大者,例如

)1()1(
max
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− = k

ik
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k

pk aa

再把第p个方程与第k个方程进行交换,  使 成为主元.我们称这个过

程为选主元.由于只在第k列元素中选主元,通常也称为按列选主元(或称列主元素

法).

)1( −k
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),,,1( nkkiaik −=



线性方程组的解法---直接解法---主元素消元法
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用全主元素法求解线性方程组例 2

计算过程保留三位小数。 

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.

第一、三行互换

第一次消元



线性方程组的解法---直接解法---主元素消元法
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用全主元素法求解线性方程组例 2

计算过程保留三位小数。

第二、三列互换
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由回代过程得解

000100030002
132

.,.,. === xxx 注意解的次序










−=−+−

=+−

=++

15318

153312

6

321

321

321

xxx

xxx

xxx



线性方程组的解法---直接解法---LU分解法
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yUx

于是可首先求解向量y使Ly=b,然后求解 Ux=y,从而求

解线性方程组 Ax=b.

Ax=(LU)x=L(Ux)=b

令 Ux=y,则Ax=b

为上三角矩阵，则：

为单位下三角矩阵，其中如果
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线性方程组的解法---直接解法---LU分解法
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①旧元素减去左边行与顶上列向量的点积

②计算行不用除法

③计算列要除主对角元

直接分解的运算特点：

计算顺序：将 按表列好，按框从外到内进行。每框先算行，从左向

右依次计算 ；再算列，自上而下求

ijijij lua ,,

kju
ikl



线性方程组的解法---直接解法---LU分解法
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


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
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
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=
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3
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x

x

x

Ux

得原方程组的解：

2

1
,1,

2

1
123 === xxx
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A

TLLA =

定理 设

非奇异下三角阵L,使得

且 L 的对角元素皆为正数。

是对称正定矩阵，则存在惟一的

bAx =
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例题

系数矩阵为对称正定矩阵

连续求解
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设矩阵A满足下列条件：

(*)

0

)1,,3,2(0

011











−=+



nn

iiiii

ab

nicacab

cb



则它可分解为












































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−

n

n

n u

cO

Ocu
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l

O

l

Ol

LUA

1

22

11

3

2

1

1

1

1









的。中给出，且分解是唯一为其中 Anici ),,,( 121 −= 

),,,(

  

        / 

              

i

ni

lcbu

ual

bu

iii

iii 32

1

1

11

=








−=

=

=

−

−





=

=


bLy

yUx
令 Ux=y,则Ax=b

121

32

1

1

11

,,,)(

,,,





−−=−=

=

=−=

=

+

−

nnkuxcyx

uyx

nkyldy

dy

kkkkk

nnn

kkkk

：三对角矩阵计算公式为

“追”的过程









“赶”的过程














=+

=++

=++

=+

−

−−−−−−

nnnnn

nnnnnnn

dxbxa

dxcxbxa

dxcxbxa

dxcxb

1

111111

2322212

12111


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











−=−

=+−

=−

=+−

12
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12

12

43
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21
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xx
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xx

xx 2 1

1 2

1 2 1

1 2

A

− 
 

−
 =
 −
 

− 








−==

−==

−===

+

−

−−

kkkkknnn

kkkk
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uxcyxuyx

yldydy

clbuualbu

)(

,

,,

1
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1111

，

例题

2

1

2

3

2

1

12
3

2
2

3

2

3

2

1

12

444

333

222

11

−=−=−=

=−=−=

=−=−=

=−=

yul

yul

yul

yu

1
2

)1(*11
1

2

3

)3333.0(*0
2

3

3333.0
2

3333.0*11
3333.0

3

1

12

34

−=
−

−−
=−=

−

−−

=

−=
−

−
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



















−−

−

−−

−

→



















−−

−

−

−

=

12100

01210

1002
2

1
10012

1

0

1

1

21

121

21

12

A或






















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−

→

12100
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3

2
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3
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3

2

1
10012

























−−−

−−
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−

→

2

1

2

3

2

1
00

112
3

2
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3
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2

3

2

1
10012

同解三角方程组为Ux=y,即























−

=










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


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
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例题
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Jacobi迭代法 Gauss-Seidel 迭代法 SOR迭代法

NDA −=

计算过程中原始矩阵A变化，且在第一次
迭代时即开始更新数组分量

1
( )M D L


= −

是G-S迭代法的修正，注意松弛因
子的选择
















==

−−+=

−−+−=

=

 

 

−

= =

++

−

= +=

++

),1,0;,,2,1(
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)()1(

),,(

1

1

)()1()()1(

1

1 1

)()1()()1(

)0()0(

1

)0(

kni

axaxabxx

axaxabxx

xxx

ii

i

j

n

ij

k

jij

k

jiji

k

i

k

i

ii

i

j

n

ij

k

jij

k

jiji

k

i

k

i

T

n









或

1
( ) [(1 ) ].L D L D U   −= − − +
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



















=

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A




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

21

22221
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  ),,,,( 2211 nnaaadiagD =
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



为了方便地给出迭代矩阵B把系数矩阵A分裂成
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迭代法的雅可比得到解 )( jacobibAx =





=+=+
),,1,0(

)(

)()1(

)0(

kfBxx

x

kk

初始向量

矩阵。的雅可比迭代法的迭代为解称其中 bAxJBbDfADIB ===−= −−
.,

11

NDA −=

1
( ).J D L U

−= +

的对角元素部分，为，选取由 AMniaii ),,1(0 =
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例题









=+−

=++

=++

301532

128

243220

321

321

321

xxx

xxx

xxx

4)()1(
105.0

−



+ − kk
xx

用Jacobi迭代法求解方程组

要求精确到
















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=
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
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1
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
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
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0
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1
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1
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故有

)0(
x T)0,0,0(=

=)1(
x B gx +)0( T

)2,5.1,2.1(=

取 代入迭代式得

如此继续下去，可得方程组的近似解。
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.)(,)(
11
bLDfALDIB

−− −=−−=其中

.)(
1 塞德尔迭代法的迭代阵的高斯为解 −=−= −

bAxULDG

,NMA

LDM

AM

−=

−=

的下三角部分，即选取为选取分裂矩阵

）迭代法塞德尔（的高斯于是，得到解 SeidelGaussbAx −−=





=+=+
),...,,2,1,0(

)(

)()1(

)0(

kfBxx

x

kk

，初始向量
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n ，初始向量

为塞德尔迭代法计算公式的高斯于是解 −= bAx
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Gauss-Seidel 迭代格式为















++=

++=

++=

+++

++

+

)2.4(
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)3.82(
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)2.72(
10
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)1(
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)(
3

)1(
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)1(
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)1(
1

kkk

kkk

kkk

xxx
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xxx

用Gauss—Seidel 迭代法解题.









=+−−

=−+−

=−−

2.45

3.8210

2.7210

321

321

321

xxx

xxx

xxx

取 x(0)=(0,0,0)T 计算结果如下：

k x1
(k) x2

(k) x3
(k)

1 0.72 0.902 1.1644

… … … …

8 1.099998 1.199999 1.3

例题

 3.1,2.1,1.1=
x精确解
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选取分裂矩阵M为带参数下三角阵

1
( )M D L


= −

其中 为可选择的松弛因子。0 

构造以 为迭代矩阵的迭代公式1
( )SOR I D L A  − − −

( )( 1) 1 ( )
( )

k k
x I D L A x f + −= − − +

解 的SOR方法为Ax b=

( )

(0)

( 1) ( )
0,1,

k k

x

x SOR x f k
+




= + =

初始向量

其中 1
( ) .f D L b  −= −
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SOR方法的计算公式
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取 用超松弛法解方程组T)(
),,(x,. 11141

0 ==









=+−

=−+−

=−

812

02

12

32

321

21

.xx

xxx

xx
例题

1
( 1) ( 1) ( )

1 1

 (1 ) ( )
i n

k k k k

i i i ij j ij j

j j iii

x x b a x a x
a




−
+ +

= = +

= − + − − 

( 1) ( ) ( )

1 1 2

( 1) ( ) ( 1) ( )

2 2 1 3

( 1) ( ) ( 1)

3 3 2

0.4 0.7(1 )

0.4 0.7( ) ( 0,1,2, )

0.4 0.7(1.8 )

k k k

k k k k

k k k

x x x

x x x x k

x x x

+

+ +

+ +

 = − + +


 = − + + =
 = − + +

带入上式开始迭代将 (0)
(1,1,1)

T
x =

(1.2, 1.4, 1.6) .
T

x =

(9)
(1.200, 1.3996, 1.6001)

T
x =

精确解：
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迭代法基本原理

设有方程组 及一阶定常迭代法x Bx f= +

( 1) ( )k k
x Bx f

+ = +

) 1.B （对任意选取初始向量 ，迭代法收敛的充要条件是(0)
x

定理

推论 设 ，其中 为非奇异矩阵且 为非奇异矩阵Ax b= A D L U= − − D

则有 (1) Jacobi迭代法收敛 ，其中( ) 1J  1
( ).J D L U

−= +

(2) G-S迭代法收敛 ，其中( ) 1G  1
( ) .G D L U

−= −

(3) SOR迭代法收敛 ，其中( ) 1L  1
( ) [(1 ) ].L D L D U   −= − − +
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设方程组Ax=b，如果

(1)  A为严格对角占优阵，则解Ax=b的Jacobi迭代法, Gauss-Seidel 迭代法均收敛.

(2)  A为弱对角占优阵，且A为不可约矩阵,  则解Ax=b的Jacobi迭代法, Gauss-Seidel 

迭代法均收敛.

定理

若A为对称正定矩阵，则方程组 Ax=b的Gauss-Seidel 迭代法收敛.    定理

(SOR方法收敛的必要条件) 设解方程组 Ax=b的SOR迭代法收敛，则0<<2.定理

(SOR方法收敛的充分条件) 设有方程组 Ax=b，如果：

则解方程组 Ax=b的SOR迭代法收敛.

定理

(2) 0<<2.

(1) A为对称正定矩阵， ;T
A D L L= − −
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例题 解方程组

讨论Jacobi和Gauss-Seidel方法的收敛性.

ቐ

𝑥1 + 2𝑥2−2𝑥3= 1
𝑥1 + 𝑥2+𝑥3= 2
2𝑥1 + 2𝑥2+𝑥3= 3

𝐴 =
1 2 −2
1
2

1
2

1
1

系数矩阵A为

故A分解后的各个矩阵分别为

𝐷 =
1

1
1

𝐿 = −
0 0 0
1
−2

0
−2

0
0

𝑈 =
0 −2 2
0
0

0
0

−1
0
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Jacobi迭代法的迭代矩阵为

𝐵 = 𝐷−1 𝐿 + 𝑈 =
0 −2 2
−1
−2

0
−2

−1
0

其特征方程为

𝜆𝐼 − 𝐵 =
𝜆 2 −2
1
2

𝜆
2

1
𝜆
=𝜆3 = 0

因此有 𝜌 𝐵 = 0 < 1

故Jacobi迭代法收敛。

使用Gauss-Seidel迭代法，由

𝐺 = 𝐷 − 𝐿 −1𝑈 =
0 −2 2
0
0

2
0

−3
2

其特征方程为

𝜆𝐼 − 𝐺 =
𝜆 2 −2
0
0

𝜆 − 2
0

3
𝜆 − 2

= 𝜆 𝜆 − 2 2 = 0

因此有 𝜌 𝐵 = 2 > 1

故Gauss-Seidel迭代法发散。
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常微分方程的数值求解
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研究一阶常微分方程的初值问题的数值解

)1(

)(

),(

:

00

bxa

yxy

yxf
dx

dy










=

=

其一般形式为

bxxxxxa

xy

Nn == 210

)( 在一系列离散节点求解所谓数值解法，就是寻

为定数，定如不特别说明，总是假

称为步长。相邻两个节点的间距

上的近似值

)2,1,0(

,,,,

1

210





==

−= +

ihh

xxh

yyyyy

i

nnn

Nn



常微分方程的数值求解方法—Euler法
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Euler方法

向后Euler法

梯形法

改进Euler法

显式算法

隐式算法

隐式算法

显式算法

➢ 左端点的切线斜率
➢ 左端点的矩形面积

➢ 右端点的切线斜率
➢ 右端点的矩形面积
➢ 需反复迭代

➢ 左右端点的切线平均
➢ 含左右端点的梯形面积
➢ 需反复迭代

➢ 左右端点的切线平均
➢ 含左右端点的梯形面积
➢ 只需要一步迭代（预测校正）



常微分方程的数值求解—Euler法

54欧拉法的几何意义：用一条折线近似代替积分曲线

计算精度：
o(h)

Euler法的数值积分



常微分方程的数值求解—Euler法—典型例题
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







=

=

=

1)0(

)10(
3

2

)1.0(

2

y

x
y

x
y

h步长求解初值问题

解 23

2
),(

y

x
yxf =

迭代公式为:





=

+=+

1)0(

),(1

y

yxhfyy nnnn

0         1.
0.1       1.
0.2       1.00667
0.3       1.01982
0.4       1.03905
0.5       1.06375
0.6       1.09321

近似解



常微分方程的数值求解—改进的Euler法
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)],(),(
2

111 +++ ++= nnnnnn yxfyxf
h

yy

))~,(),((
2

),(~

111

1

+++

+

++=

+=

kkkkkk

kkkk

yxfyxf
h

yy

yxhfyy

校正

预测

Euler法的数值积分

由Euler公式预测得
➢仅使用一次迭代和梯形计算公式 （显式计算方
法）

➢可以实现比欧拉法更高的计算精度和稳定性

计算精度： o(h2)
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
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1)0(

)10(
2

)1.0(

y

x
y

x
yy

h步长求解初值问题

解 yxyyxf /2),( −=

0         1.
0.1       1.09774
0.2       1.18757
0.3       1.27129
0.4       1.35013
0.5       1.42499
0.6       1.49657

改进Euler近似解



常微分方程的数值求解—龙格库塔法
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三阶R-K方法

四阶R-K公式
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常微分方程的数值求解—线性多步法
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如果计算yn+k时，除用yn+k-1的值，还要用到yn+i (i=0,1,,k-2)的值，则称此方法为线性多步法，

其中步数为用到的函数值的个数. 一般的线性多步法公式可表示为


=

+

−

=

++ +=
k

i

ini

k

i

inikn fhyy
0

1

0

 or 𝒚𝒏+𝟏=෍

𝒊=𝟎

𝒌

𝜶𝒊𝒚𝒏−𝒊 + 𝒉 ෍

𝒊=−𝟏

𝒌

𝜷𝒊𝒇𝒏−𝒊

其中yn+1为y(xn+1)的近似，fn+i=f(xn+i, yn+i), 这里xn+i=xn+ih，αi, βi为常数， α0及β0不全为零，则称之为

线性k步法，计算时需先给出前面k个近似值y0,y1,,yk-1，再逐次求出yk,yk+1,.

若使得 p≥1，即c0=c1=0，可得








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Adams显式公式

Adams隐式公式


